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����"���������#$����������������%�β&�����������"���������
�'������(%�)+,+)���������&��"�����������������������"�������
�"��� ����� �%� ���� ��������$��� �$��� 
�� �������*"��
��+��&�+�����	,��&�
-��&��"��������%����-���."����-�������
/.-�0�)+,+.�1������������������%���������'����

2"�� �������� ���$��"���� ��� �"��� �"������� %$������
%���/&��/&����������������%������������	�"�������3���4��
����������������������
����2"�����&��"��.-�����5�������&
�������6����
������$��������������%����"�������������
7������&�������"�$�"�������������������
�������3������
�6�&��������������"�3���������'����

������������3&����������3��������%%����������������
���$������
3������������/����%$���������%��"��+�6���2"�
���������"����%��������$������������������3��������$�
��
�%��$���
�3��"�����%$��������������"�+�&�
-��&�%���$���&
�����"������������8������������������"����%���$������
�����"������������������"����%�������������"��������
�$�
�"�����������/���2"��#$�����������"���9�����%�����������

�� ����������� !�"�#��$�����%�%�"
�����$&�

.$������/� 1�/�� 1� //�&� ���&�/�0,� ��� ����� ,� �� ����
������&�+�1� /+�&� ���&�+�0,� ��� �����,��� ������������'� ��
�"��"����"�+�� ��� ����������%��� �'��������3������
���&
����β�1�/β�&� ���&�β�0,� ��� �"��������������������.$�����
���� �"�������
���� ���� ���������8��� 
-��&� �����%������ ��
"��������� 8���� ���� ��������� ���� ��� �"��� �������� 
�
���$�"�������9�����"����������������$��$���������������
������
$�������%��"��+�6���:���$���������"�������

/�1�+β�;�∈ /�0

����"��"� ∈� 1� /∈�&� ���&� ∈�0,� ��� �"�� ������ ����� ���� �"�
��������������$�$���3��������������������������������
"��� 
���� �$
�$���� 
3� �"�� ����������� *�� ����
�/∈0�1��&�����<��/∈0����
������������������������%��"�
������
$������%�∈&����"���

2 1ˆ argmin ( ) ( ) ,OLS i i
i

y x X X X y
β

β β −′ ′ ′= − =∑ /�0
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���$��3&���������������������"��"�������������"�$��
������$������"����%�������������"���'��������3������
���
�������������"�����������

(�����3� �����&� �"��� ��� ����� 
3� ����%$�� �"3�����
��������&	 
-��&� $����� ������� �����%��� 9�������� ��
����������"���������%���������"���"�������
�������������
��������'�����������$���.����������	����/����0�%��������
������ ����� ���� =�>�3� /����0� %��� �$������ �������
7������&�%���$�������������
�����������������������3
����?���������� ���� ��3� ��#$���� ��%��������� ���
������
���������������"����.�&�"���&������������!����
�
%���$��� ���������&� ����� ��� �"�� �
������ �%� ��������
��%����������*�� ���9� ��� %���� �������� �%� %���$���&� 
$�
���3� �"�������� �������������%� �"�����������������$��
�"���%���� 
�� $���� ��� ����������2"�� ��"��� ���� ���� %��
������������$�����������������"���������"��%������"���
�����������%����


��� ���� ������3� �������� �"��� �"����� ��� �����
���$�"� ��������� ��� �&� ���������� ���$������ ��� �
5�������
��6��,��������������3�����������,�≤����2"�����3

���"��������"����"���'��������3������
��������9����
���������������������$�
����%����!������������������"�
�$�
����%��"������������������������������"������(���"���
�����&� �����3� 
�� �������
��� ��� $��� �� ������� ���������
���"������"������&�
$������������������������������������
��������
����%����������"��������������2"$�&�������%���
���$�������������������������������������������"���.-��
@������%������
�%���&�
$���"������5+,+6�������������$����

�����������3������������%�����++��� �������"����
�"�� ���������3� ����������� .�����+,+	 �������� ��� �"�
���$�����$������#$����������&�����$��������������3�����
��� �"���9� �"�� ���$����� �������� ���?����$�����3��
��
����������������

1 2
1

arg min ( , , ) ( ),
n

i i
f i

L y x f L fλ
∈ =

+∑
�

/�0

�"������������������%�%$�������&����������������������
����� %$���������2"�� %����&���&� �'�������� �"�� ������ ��
�"��"��������� �"�� %$������� �/00� ��� 
�� ������ ��� �"�
��������� ��� 2"�� ������&� ��&� ���$���� �"��� �"�
5������'��36��%��������������������"����������%����"�������
.�����������6���������� ��� ������ �"�� ��%��������� ��
�"�� ����� ��� $��� �� "3������������� λ� ��� �������� �"�
������%%�
�������"�����������$�����8����"����������
"��� ������������ �� ��3� 
��� A�$���3&� λ� ��� �"����
���������3����������������������������������3�����������

<����$�������������%�/�0������%�����������������2"�
���3��������$
��������

1 1

argmin ( ) | |
pn

q r
i i i

i i

y x
β

β λ β
= =

′− +∑ ∑ /�0

�"����1� ���� �� $�$���3� ���� ����������*"��� /λ&�10� 1
/�&��0&�/�0����������������/�0�����3������/�0��(%��"��0�6�
�������������
3�%$���������%��"���'��������3������
���&
�"����������������5%���$������������6�
-��&��������������
�����������%������%�����"���'��������3������
�����(�����&
���������������������%����/�0����B�3�����C�2"�����$����
�%��"���������/�0�����
���������������"�����?��9���"���
�%��"������$����%�����?%�����������������3����"�����
������� /0,�β&� ���&� 0,�β0� ���� �� ������ ������������� ��

1| |p r
iieλ β=Σ ����"���%��������"��#$�����3����/�0�����#$�������

����"��������"��������%�������������

2"�������������
$������%��"����������������
�����
�"�����$������������������
���&��$�����8�����"����$�����

3� ����������&� ���� �"��� %������� �"�� ����������� ����� �
�"���9���� ���"��� ��3� 
�� ��� �%%������� ��3� ��� ��
�������������$�������=����%������3&��%������$������$��
�"�� �$�
��� �%� �'��������3� �����
���� 
3� ������$�����
%���$���� ��� �"�� �
������ �%� �$%%������� ��������
��%���������/�������%�����"������0��"���������3�
�����
����� ���������������$����2"��%����� ����� ��� ����"������
�$�
����%���$�����&�2&�
3�$����%�����$��������������$��&
���
3�$����%��"3����������������"����"�����������
���
(�� ���"��� ����&� �"�� ������� ����� ��� ��� �$�����8�� ���"
��$����� ���������3� 
3� �� ������ �$�
��� �%� �������
������������ (%� ���� ����� �"��� �"��� �"�� 
���� �$�
��� �%
��������������$���������$����������$�"�3�D� 2E&��"����������
����������������"���� 2��.������	;	2�≥�2D� 2E�≥��&��"�
�������$�
����%��������������$�"�3��#$�����"���$�
����%
�������������2"���� ����������� ���� �"���
�� %��� ����� ��3
������8������"����$�"����/�0����/�0������������%%�������
����������������F���������3��"����������"���������"��
��++�����������������������3����$���������,�≈����������
�"��� ���
������ ��"����� %��� ������������,� +��� �������
������������

(�� �"��� ������$��� �"�� �����
����3� �$�� ��� �"�
��$��������������������������������&����"�$�"���� ���
$���
������$�����$���������"��"�$����������������$���������%
�"�� ��������8��� �����?����������� ������ ����� ��������
������������%��"��������7������&��"��%��$������������3
��������
����3&�
�����������������(���������&��"���������
�$�
��� �%� ����������� D� 2E� ����������� �� 
���?��������
������%%C� =���� ����������� ������ ����� 
���� 
$�� ����
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�����
����3&� %����� ���������������������� 
���� 
$�� ����
�����
����3��2"$�&��$�� 5D� 2E� �$��6� ������ %�������9���
�������������������?
����������%%����"����"�����3�������
���������3� 
���$����� ��� ������ ���� ��� ��� $����������� ��
�"��9��������������������"�$��
�$���

(���"��%�����������%��"����'�������������������������
���������%���������%����������������%3��"����"�3������%
�"��%�����%�/�0����/�0��F#$���������"��"�����'������&
�������$����"�����������"����%�.-��������������%���$��
����������� (��.��������&����������
���$��������
$����C
(�� ���$���� ��� ��� ���������������%� "��� %�$����������
%������� /������3&� �"����� �%� ����������&� ����� �3��� ���
��$�������� �������"�0� �%%���� ����������� ��� �������
��������������"�.-���(��.��������&��������������"�����$���
�%� �"��� �� 
3� �� ����3� �"��� �$������ �"�� 5D� 2E� �$��6�� (�
.��������&���� �"��� ���� �������������%� �"�� D� 2E� �$��
���&����.�������G&����������$���������������$������

���#!'�"��"�������$'��%##� (
����������

2"��%�$�������������
���%�3��������"��������
:.&
�����&� B�����&� ���� :�..
��2"���� ���� ���3� ��"��
������ �������� �"��� $��� ������8������ �$�"� ��� H��2
/B���������	�����I	�0&�.H���/-�������:������0&��������
���� /J�$� ���� 7������ ����0� ���� ��� %���"��2"���� ���
$�$���3����������%���������������%��������/H��2�����"�
�'�������0������%����"�����"����������������3�������$��
��3����������3� ����������� ������%���������7������&
������8������"�������"� �"����������������3�������� ��
�����������%�����������������"������"�������%�������
�$�����8����������������������"��"������"��������"����
/.H�������"�������'������������"���
���$�������������3
��� ��� ������ ��� ������������"&� ��3&������� ���������
���"����0� K���������� ������������ ������ �"���
�������"����������������&�
$�������$�������	����/����0
����H���9������.�������9��/����0�%��������������������
�"�������%��"������������������$����"���$����3�����������
$��������$������$��������

����!��)
��*�"	�+,��-���	+

������� �"�� �������3� ������ �#$����� ����������
���
������%�����
3� /���0����� /���0��*���
����� β̂OLS

3� ������8���� �"�� �����$��� �$�� �%� �#$����

2
1( )n T

i i iy x β=Σ − � ����� β�� 2"�� ���������� β̂OLS � ��
$�
������%���β�
$��"���������������������"���+���������3
���������������&� β̂OLS ��������$��#$���"���+����������"��
%$������9�

*��"�.-���"������4	������������������������$��
������������"���������8�������������%�����������������
$��#$�������-�������	,��������'����"��������$���
�����

3� ��3���� ��� �������+� 1� ���"��� �∈�3��!�/�0��
��
��%���������%�����������8�����������%���������������'� 
%����"��"�� ��1����2"������$��������"��$�$�����%�������
�%������'����������"���������������
����(%� � �1� &�
-��&
���������������8�����������%��� &�����
��"�� ����� �
���� ���"������� ���!�������&� �"��� � ��� $��#$���2"��� ��
��������"��=����?K���������������8�����������

A����� �"��=����?K������� �������� ������ $��#$�
���$������� (�����&� �"�� �������� ���$���� ��� �"�� �"���3��%
��������������L�������������%������������������������
%������ ���$��&�H"�?�#$����� ������
$������ %��� �$��� �%
�#$����� L� ������$�� ��� "���� $����� =����?K������
����������2"�����������$
���������3���%����������������

���� )�.	� 	.�	++)/


7����� ���� >������� /�IM�0� ������$���� �����
����������&���&��"��"�����%����
:.�
3�������$������
������3������λ�����"���9��"��β6���������8�����2"����
���������&

2 2

1

ˆ argmin | | | |
β

β β λ β
=

⎧ ⎫⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑
n

T
i i j

i j

y xRidge

���� 1( ) ,T T
pX X I X yλ −= +

���
�����&�
$�� �"����������� ��� �������� �"��� �"����%� �"�

:.������������2"���%���&����������%������"�����
�����
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ρ 5	7 3:�7=: 34�==3 34�7>:< 34�=:: 39�;6;
C9,�9;4D C93�,3;D C9,�49>D C9,�4;=D C9,�397D

ρ 5	7�4 3,�:4: 37�,=, ,=�7;9< 37�,33 34�3=>
C9,�4>>D C9,�3>:D C99�;=>D C9,�:4;D C9,�::9D

ρ 5	7�, ,;�97, ,;�>;: ,:�=9:< ,>�:=7 ,=�9>;
C97�99;D C9,�4;7D C94�964D C94�;,4D C99�,:,D

ρ 5	7�: ,9�>9; ,3�=6> ,9�:=:< ,3�=69 ,>�3>=
C4;�>>=D C99�=>,D C97�6=9D C94�;:=D C99�>>3D

ρ 5	7�>
93�=66† ,4�>7: 9>�6;=< ,7�6>; ,,�,7;

C4:�734D C9,�936D C4=�7=;D C97�9=6D C99�7=,D

ρ 5	7�=
49�4:>† 93�;;3 4;�393< 9,�773 96�77;
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ρ�5	7�, �	5	9777 ,:�96>< ,:�>:: ,=�,7: ,=�767
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ρ�5	7�= �	5	9777 49�>4, 49�=>> 4:�997 49�4=6<
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