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�#���� �������� ���� ������ ����� � ����� �
$��%��&����'����� ��$(�)�����������&*��'��'�����
������������������'*�'�������#�����������������������
�+� ����,�������������#��� � ����� �����������������-���*
����� �+� �����#�� �)���������� ��������� ������ ����� �'�
������ .����������/� �'��# '� ��������� �������
������������������������'���-������*�0#�����+���������
������������ �������#���������������������������� +���
+��� �'�� #�������� � �'��������� ���*� ��� �#�'� ������
.
������������/��������'� ���������� +������������ ��*
���������������*�����)�������������+#�����'����� ���+
.1������� ��������/� ��� �������� ���� �� � $����������

3������������
	�����	
+	�7��
8��	�
4	��
�����
�������	
�	�7����	�9��	������

�22�*�3���4����� �222*� 5�������� ����1������ ����&�
���'�# '*� �� �#���� �+� �������'� ������� '���� ���
�#���'��������� ����'� �����#�� �'���������� �������� �+
1�������*��'�������������������������������������++��#������4�
1���������������������� ��#����� ��� ��������6�7��� ��
���.�����������/���������'���������.+��0#�����������/�
%�� �������� �+� �'�� +�����*� 8��9�����9� �� ���� $����&
����������1������� �������������� +��� +��������� 
�������������� ����,�������� :#���4#���� ����5��"���'#
$���;&� ��������1������� �'���'����� � �������'� +��
�������� ����� +��������� ��+�����'������������ ����
�#���������� ����+���� ���<�������=�����5�����'*� %�����
:#���4#��������5��"���'#�$���>&����������#���������� 
����+��������� ��+��������+��'�����#�������+�%�����#��� 
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1��������'���'����� ����'��#���������������������8����'�
������� �������'*� ����#�� �� ���� $����&� ���������
���'����� �� +��� ������������+� ����,������� ���������
����#��������� ����������������������������� $���>&
��������� �� ����� ���������� �� #��� � 1������
��������������� ��� ����� �'�� �� ��+������� �+� ������ ��� �
����,�����������������++��#�����������+������� �+���������
����������'������������+���������������� ��'�������#���
���#����+��'��'�������+������������������'�����������
����������������0#������� ����������������������������
%������� ���#������*� ������ �#������������� +#������
�)'����� �� ����������� ��+������ �������������������+
��� �������� ���������1������� ��������� '��� ���
�)���������� #���� +��� �#�'��#������*� ������ ��� �#�����
����'��� �'�� ���#��#��� �+� �'���� ����������� ?'�
�#������������� +#������� �+� �'��1������� �����+�����
������� �)'����� ��++������ �'����#�� ��� �'�� ������ �'��
�#������������� +#�������� �+� �'�� �����+������ ������
������'�������������+���������������#�'�+�������'����'�
��� �������������� %�� ������*� ������� �'�����������������
����'���������������������������#����������������'�
1������������������� '�+��������5�  ��$����*�����&
#����1�������� ���� 4������ �����'�� � �������'� +��
+��������� �������������������,�������

� ���#��#�������+���������+�����#����*� ��������*
�������� ��� �� ��� �� �)����� ��� �'�� 0#���#�� ���
������#������+�����+�����:���������#������������� ���������
��� ������� � �������������4�� ���������� ��*� �������
���������'�����������������'������������������������
+����������� �����+����� %��%�����������)�*���"�������
����$���;&�'�����������������)����������������+��#������
���� ������ �� ��������������� ��������� ������ �2>>
���� ����'������#������+������������������'����������
+����������������*�������#����������'��������+���������+
��������� �)���������� �����������9��� �� ���� $���>&
���������� ��1������,����� �� ��+������� ����� +��
�������������� ��� %������������������+�����@'��'������
$����&�����#������9�������������+��'�������+��������� 
�� ��+��������+� ������ ��� %�������������� ����+���� ����
#��� �A���������������� �����+���� $A1?&��5�#���� ���
$����&���������1����������'����� �� +��������������+
���������%������������������+��������+�#����'����'���
������� ��+�������������� ��������-������*�������+��'�
��������������� ��������� ������ ���'� �'�� ���#�� �+
+��������� �%������������������+�����'��# '�1��������
5#�������+� �'������������������ ��� �������#������������
1������� ���'����� �� ��� +��0#����� ������� +��
�������� � ���� +��������� � �#������� ���� �������� ���
�++�����������'��'����+��'��#�#�����%������'����� ��

� ��()*+,+#-

?'�������1����������#���������+�������������+�����
+#�����������'�������������������#��#����'��'�����'��4��
��� ���� ����� +#���������� ������������1�������� ���
+#����������#����� ����4�+#�������*������ �#������'�
��� ��������������������������+#���������������'�������
��������������*�����������+#��������������������#��9����
?'��� ���������� ������������4��� �'�� +#������� �������
-������*��'���������������+�������������������������
9���*�'������'��������������� %+�ψ$.&����������,���#��
+#���������+�����������'��������)���$B�∞, ∞&����������+���
�������������������6

$�& %��� �����+�ψ$�&����9���*������ ( ) 0u duψ
∞

−∞
=∫

$��& :0#���� �+� ψ$�&� ���� ������ ��� #����*� ����

2( ) 1,u du
∞

−∞
=∫ ψ

�'��� �'�� +#�������ψ$�&� ��� ������� �� ��������  ���
������������ �+���������� ���� �� +�#��� ���A�#��'���
$�22�&*�7 ����$�22�&�����5������������1������$����&�

� ��.)/!.),�$*+�,)��%!-'�+#+
()*+,+#�#�)"-0$�.-��.$%(#�

?'���7A1?� ��� �� ������� +������� ����������� �'��
�����+����������������������++�����������������������������
������������+���������%����������������A1?*�����'��*���'
�����������+������� ����������������#��� ��������+�����,
���������������������������� ����++���������(��'�'���
���������������������������'�������������������#��������
������τ�����

��B���+������'�����������������������C�������
���� (��'� ���� �#������ +��� �'�� ��������� �+� ��������
$�
73�&� ���� +����#��������#����� ��������� $���&�
-������*��7A1?���++����+����A1?�����'���������'��
��� ��� �� '� '��� ���#�����*� ������'� ����� �����+���
$5�������� ����1����������&�� %�� �������� �����������
���#������ ���'� �������+� �'���������������� �'�����#��
��'���������������������A1?��?'���7A1?��������
��+�����+����������������9����*��'������+�������������
�������������� �+� �� ������*�A1?� ��0#������� ��� �� �
�#��������+������7A1?��++������������������� �������
A1?�����#��������+��7A1?�+����������� ��� �����
�+��'������������������������������� ����++����������
���'� ���������'� ��� ����� ����,������*� �'#�� ������ � �
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������ ����������� ������� �'�� ������� ���� ���
����������������
73����������#��� ��7A1?�������
��+�#������ �� ����#���� �'�+��� � �+� ���#�� ����,������*
�'���������#�����������#��� �A1?������������������ 
�������+����������$5������������1����������&��8������*
���#��������+��7A1?������������++����������������
���������� �++��������� ������+� +���������� ���'� �����
���� �'#������������ ����������+� ���������������,����
������������ ����������� :����� �7A1?� ��� ���� �
��������� *� ��� ��� ����� �#����� +��� �����9�� � �����
������������+����������������
73����#�����$5�������
������+"�����22�&�

� �����.$%(#�0�����

���������+����������������0#������+���� '��*���������≡
D������*����*���*���*���*� ���E��F������ +�����������+��� ����,
����������$���������'��������������D��E&������+�������

t t m t m
m

a x a x −⊗ ≡ ∑

�'����⊗��������+���������#����������������������������
�'������������� �+� �'��� +������ ��� ���� +��0#����� ��������
��+���������'��8�#����������+�����+���*�����

( ) t
t

A f a≡ ∑ ���$B��π���&*�B�!��G���G��!��

�'���� � �� � ��� �'�� +��0#�������7A1?������� �'�# '�
�+�����������+�����������+��'������,�����������'������'�����
�����������'����������������+��������+������6�1�������+�����

lh� ������������ �+������ lg� ��?'��������������������������
�'������������0#�����#�������������������'��6

1
1( 1) ,l

l L lg h+
− −= − �� 1( 1) .l

l L lh g − −= −� �

����+#�+�����'������������6

1 1
2

0 0

0, 1/ 2
L L

l l
l l

h h
− −

= =
= =∑ ∑� � � ���� 2 0,l l n

l

h h
∞

+
=−∞

=∑ � � � +��� ���

���9�������� ������

1 1
2

0 0

0, 1/ 2
L L

l l
l l

g g
− −

= =
= =∑ ∑� � � ���� 2 0,l l n

l

g g
∞

+
=−∞

=∑ � � � � +��� ���

���9�������� ������

F��� ,j lh� � ���� ,j lg� � �� ������������� � ��� �����
�7A1?������������������� �+��������������� ��������'
�+������������0#�������������������������� �+�������?'#�*

, , 0j l j lh g= =� � � +��� �� G� �� ���� .jl L≥ �F��� ( )jH f� � ���

( )jG f� � �� ������������� +��0#����� ���������� �+� � ,j lh�

����� ,j lg� �?'��

11, 1/ 2 1/ 2
( )

0,

j j

j
f

H f
Otherwise

+⎧ < ≤⎪≈ ⎨
⎪⎩

�

���

11, 0 1/ 2
( )

0,

j

j
f

G f
Otherwise

+⎧ < ≤⎪≈ ⎨
⎪⎩

�

?'#�*� ,j lh� � ��� �� ���� ����� +������ +��� ��� �� �+
+��0#��������!�����G���≤��!������� ,j lg� ���������������+�����
+������ ���+�+��0#���������G���≤ 1/2�+1��8���-�����������
+������6

1

1,

1/ 2 , 0,...,2 1

1/ 2 , 2 ,...,2 1

0, ,

j j

j j jj l

l

h l

Otherwise

−

−

⎧ = −
⎪

≡ ⎨− = −
⎪
⎩

�

����+���-���������� �+������6

,
1/ 2 , 0,...,2 1

0, .

j j

j l
l

g
Otherwise

⎧ = −⎪≡ ⎨
⎪⎩

�

F�� �'���+�-����+������� ,j lh� ����� ,j lg� ����� ��C��
��

� ������.$%(#�'��11�2�����

8��� �� ���#������ �����+���*� ��4���7A1?*� ����
������� ���#�� ����,������� ����� '���� ����� ������
�����#����� ������ +��� ���'� �����#����� �������?'���+���*
+���#���� �+��������� ���++�������� ��� ���#��������#����
��������� $���&������ �� ������#�����'� ��� ����� ����,
������� ��� �������� +#�������8��� �� ����,������������'
������������������9���*��'�������������7A1?��������
( )j�W ����������� � ( )j�V ����++��������������+�������6

1

, , mod
0

,
jL

j t j l t l N
l

W h X
−

−
=

≡ ∑ ��

1

, , mod
0

,
jL

j t j l t l N
l

V g X
−

−
=

≡ ∑� � $���&

�'���� / 2
, , / 2 j

j l j lh h≡� ����������������7A1?��������

+������*� ���� / 2
, , / 2 j

j l j lg g≡� � ���� ���� �������7A1?
������ �+������*� ����������'��+��

����������0#���������������
���������� �+��������8���������,������������'����������*
�7A1?�������� ��� ��������� �������������� ������
 ������
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0

0
1

,
J

j j
j=

= +∑ ��X D S ������������������������$���&

�'���

1

, , , 1mod
0

,
N

j t j l j l N
l

D u W
−

+
=

= ∑� ��

1

, , , mod
0

,
N

j t j l j t l N
l

S v V
−

+
=

= ∑� �� $���&

,j lu� ����� ,j lv� ���� ��'��+������������������������9�� 

,j lh� ����� ,j lg� ���������� �����0��$���&*�������������*������
�+� ���++�������� D��E� ���'����'� �'�� ����� �#���� �+
�������� $�&� ��� ��� �'����� ����� �� ���� $�&� �����������
?'���� ���� ��������������� .�������/� ���� ����#��� �����
+�#��#�������������'������������+�������,�������������'
�������:����+����#��� 0JS �����������.�����'/�����������
.�����/��+��'����� ������� ������������� ������� 0JS *�+��
�����*� ��� ����� ��*�  ����� ��� ��������� �������� ���#����
�����)�������� +��� ���� ?'��� ��������� +���� �+
��������#������ ������� ����������� �+� ���'� �������
�#������� $��*� 0JS &� ����������� ���� ����� � �������#��
����������������  �� ����+����������� ���������

� ���'������3�"	
4����1�,�5��

�� ����,������� ���� �� ����������� ��� ���������
����������� ����� �� �#���� �+� �������� 8��� ��������
���������������+�����������+���� �'���C����#��� �A1?*
��)��#���#�����+������������'���������������������
%�� ��������*� �� �������� �������������� �+� ������ ����≤� �
�#++����� +��� ����� ���������������� ��� ������ A1?
����������������0#������'�������������� �����#������
�+� 02J ��?'���7A1?���������������������������
��9�������*�����'����*���������%����������*���� ���������
����������������������#�'� �'������≤ �!�2$�&� ��������
��������#����������������� ��� ������� ��� ��� �'��� �����
��� �'��+��'������,��������%��������#���*�+������ �������+
�����������++�����������'��'����� �����������*����������

0JL N< �$����� �����'��+���0#��������+��������� 0
thJ � �����

���������'������������9�&��'�#����������+��������������
�#������� ������� �� �+� �'�� ����,������� ��� ������ ���
:����������+����������������'���#�����+������������
���� �'#�� �#���� �+� ������� �+� �����#����� ��� �'�
��������������

6 �0$�+')-#!"��#��$&���()*+,+#
.+#�$%$,$�7

8������� �����#��������$����&*��9���������$���>&*
���� '�+���� ����5�  �� $����&� �������� '�+���� ���
5�  �� $����&� +��� �'��-�����������*� ��������#�����
+���#���+����C���H�������������������

1 , 1 , 1
1

.
J

N J N j N
j

X V W+ + +
=

= + ∑� �
$;��&

?'��*� ��� ��������"���*� ��� �#++����� ��� �������
�7A1?������)����������������������++�������� , 1J NV +�

���� , 1j NW +� ��-����*� ����� ��� ��� �������� +��� ���'� �����
#�4������7A1?����++�����������������������������
�+��'������������#����������������  ���������� �+�����6

, 1 , , 2 ( 1)
1

ˆ ˆ ,
j

J

A

j N j k j N K
k

W a W+ − −
=

= ∑� �

1

, 1 1, , 2 ( 1)
1

ˆ ˆJ

J

A

J N J k j N K
k

V a V
+

+ + − −
=

= ∑� � �

%���������������'����'����������#����������� ���
�'�� �� '��'���� �������+� ������0#��������#���������
���������'��������������������+��'���������������+��?'�
�)���������� ��������� ���� ��������� #��� � ����������
��  ��� ���#��� �+��7A1?� ���++�������� ��� ������ ��
�)������ ���++���������+� �������#������ $����� ���������&
�������������+���������������� ����������� �����������
���$���������� ���&�����������������#���?'��*���������
������������0#�������+��"����*��'�����������������"�*
"�*����*�"������ ����*�����+��'��+������� �+���6

1

1 1,, 2 ( 1) , 2 ( 1),
1 1 1

ˆ ˆˆ
J j

j J

N J kj N k j N K

A AJ

j k
j k k

X a W a V
+

+ +− − − −
= = =

= +∑ ∑ ∑� �

�'����#�C�$����    ��������&� �����������-�����7A1?

�+�
1

( )
J

J j
j

X X V W
=

= + ∑� � ��8����)�������'����� ����C��

+������������#�������������*�����������'������������

1 , 1 ,
ˆ ˆˆ .N j j N J j NX a W a V+ += +� �

���?��+#��'������4��'������'������'����������������
������� #�����#���� ��������$��&��������*�������'����+
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������'��������'����  ������++��������+�����������$��&*
����������+��'�������������������'���������#����������
����� ����������� +���#��� $;��&��?'����#��������#����
����������� ������ ��� ���#����� �������� ?�� ��������

1

1

J

j
j

Q A
+

=
= ∑ #�4���������������� ��#����������������α*

��������0#�������$��α�C��$����������������*��'���

1( ,..., ),N N MA L L− −′ =

11, 1, 2 , ,, 2,..., ,..., ,..., ,..., ,...,J
J

t t t A J t J tJ t AL w w w w v− −′ = ⎡⎣ � � � � �

1, 2 ,J
JJ t Av

+− ⎤⎦�

]1 11,1 1, ,1 , 1,1 1,,..., ,..., ..., ,..., ,..., ,++ +′ = ⎡⎣ J JA J J A J J Aa a a a a a a

[ ]1 1,..., ,..., ,t N MNX X X+ − +′ =S

�� ���%&'������)*��������������������������%�����'
$(�%�&���9����������

8 ��+-&,#-�)"%�%!-'&--!$"

%����������'�������+��������,�������������#��� ��'�
������ �>��� ��� ����*� ��������� ��� �'�� ������
$����	!�)��	�����&��+��'��%������%�����#����+�?�������
��������� �*� 5#��*� %����*� ��� ������������ %�����
������������+�������#������'�������������#����������'�
�#���+�����'�������+�����+����I#������:���������+��'��
������A�����#��� ��>��� �������� ��������� ���������
������� ���� #���� +��������� #����� � ���� ����� �#��� 
����,����� ��������� � �������� � ��� ����� ������� ���
#���� +��������� ������������J���#���� ��� ����� +��
����#��������+��7A1?�����7��,������'����+�������
�'��# '�1����������'��������������������������������
�*�3�������	�������:�:*�3����2�����+���������4� ������
�����������������������)#���

8 ����.�����3��1�����1��%����49�)�!.)
)::���2�

%�������� ����)��������������������+� �'������*�#���
����� ����� �����������A��4��������� $�2�2&� ��� �������
+������������������'���#)��������� �������

1 1 1 1 1 .t t t ty y yρ α ε− −∆ = + ∆ +

?'����������� �*�6�ρ C���� ������ �*�6�ρ G����?'�
��������� �+�ρ� ��� ����#���� ��� B�������J���#������ ,
�������������B��	>��'��'���� ��������'����'��������������#�
B��2	��+�����	K��������+��� ��+�������$8��������22>&�

?'���+���*�*�� ��� ��"������ ��� 	K� ������ ���� ���ρ� G� �*
������� � �'����� �'��� �'������� ��� ������������?'�����
��%��������*��������������'��������+������#���%J
����(%J����#��*� �����%��$�*�*�&�������� 5��������
�������������� ����'������������� ������������������+
�'�������������������������?������

��	
����4	�	�����
�����	���
	��
�����
��	��������

4	�	����� 5����	�� ��	��	��
����� ���	��� ���	���

3����	�� :1�20 2�;1 0.2�<: =
2�220

�+� >2�0/ 2�2: >0�./ 2�0:

8 ����.�����3��1�����1��%����49�(�5���
)::���2�

8�������#��������+��7A1?�����+��������� ��+
%������ �������� ����+���� ��1������� �������'*
���'����� �� ����#����� ��� :�������� ���� ���� ;� ��
+���������-���*������4�����������-���������������#���
+��������9�� ��'����������������������������������������
���� ������9��� ���#��� ��� �)'������ �� �7A1?
���++����������������������8� �����-���*�"������������ ����
����,�����������*�#+����#,���������'�����������������
����������*�����-,����������'�������'������������
�+��7A1?�������#���������������'���������9������������
��� �'������� ��������������� �����������*��'������ ����
���������� ��� ��������� ��� '� '��� ������� 8#��'��*
�#��������#��������������$���&������������������#����
�'��������+�.-���/������������� ���'��+��'���������
�)'���������8� �����?'�������������++�������������������
�����++��������$�+������#�������&��+�$��� '���&������ �
���#��� �+� ��������� �+� "�� ������������� ��� �����
J��++�������� ��� �'�� ���� $����&� �������� .'� '
+��0#����/� $.���� +��0#����/&� ��+����������1������
���++�������� ��� ���� ������� ��������� ����� ����� ���
��+������ �'�� ��� ��� �'�� ����� ��� �����#�� ����,����'��
F����������+���#��� "#�������������������� ���4�� 
+��� ��������� $������� ������&� ��#������ � �+� ����������
��� �����++������������������������������������������
����+����+�����'�������)'���������8� ����

?'������������ �0#���� ������ $��:<&����#��� +��
+�����������������%�������1����������'����#��� 
������������ �#��� � �>��� ��� ����� ���� ������������
����#�������>���	�������������������������8#��'��*����,
������'����+����������+�%������������������+����'���,
�#�������+����'�����������������������#��� ��'������
�������'�����������������#�����?'�������������0#���
����������� ������ $��:5<&*������ ����#��� ����������
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������$��5<&*�����������������������#�������������
������ $���5<&����#��� +��� +��������%��������*� ��9�
2����*�����	*�����>��������+�#��������'� '����'����'�
������������ � ����� +��� +������1����������'��*� ��9�
����2*�;��	;*��������2��������������*��'�������+������ 
�#�����������+�1��������������'��������%����������'
+��� ����������� �#������� ����� +��� �'�� ����� #����
��������������� 8��� ����������� �+� +������������*�����
��������������'������ ������������������#�����%���'�

+�����������*��������������#��� ��>��,���������#���
+��������� #����� � ���� �'���� �#��� � ����,����� +��
����������������'�����������������������������#��� 
�>��,���������#����+���������#����� ������'�����#��� 
����,����� +��� ����������*� ���� ��� ���� 8������*� ����
�#��� ��>��,������������������+���������#����� ����
�'���� �#��� � ���>,����� +��� ������������ ?'�
������������ ����#����+���5<*����5<*�������:5<
��������#������������������������?�������� ���*������
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�����#���� �'���1������� ���'��� �#����+����� �'�
��%������'����%����������� ��������#������� '�*�+�����
���� ���������� ���#��� �+� %�������������� ����+���� �
��%��� ����1����������'���� ���� ����'� ����� ���
�)'������ ���8� �� ��������#���� ���������� �'��� ������� ��

����������������+���%������������������+��������,������
������ %�� ��� '����� �'��� �������'����4������#��� �����
�������� �1���������������*��'��'������������������� 
�����������������'����� �*�+��������9�� ��'��������������
?'�� ����������� �+��������� ����+�������� �� #���� �
+�������+����������� ������������������� ������������
+#�#��� ������ �������� ��� �� ���������4���� +��� ������
������� *���������� �����)�����������������*� +�)�� ��+
�����#���#������������*�����*�������#������ +��� ����+��
�������%���'��������*�����#������� ����+�������#��� 
���,������'����������������������������#��� �:�:,%�F�
���+#�#������4*��������������� ����������������������
��� ���#��������� #�� ��� 8#��'��*� �'���� ��� �� ����� ��
�������� �'�� ���,����� �'���� ����������� ���#����� �+
%������������������+�����%��������������'�������������
��� �� �#���� �+� ����������*� ��4��
���'���������� ���
�#�+������������#��*�����
���'�5���+�����������������
�����#���� %�� �'��� �������*� �'���++�����+� �'��������������
���%������������������+����������������������#����#�
+�����4�� �������++������������������*��)���������+��'�
1������� ������%������'����� ���� ������� �+
������������ ��'���++�����+������������������)��������
��� �'��������� ����� ����������������1��4� ��� ����� ��
��� ����� ��� ��#��� �'�� #������� �+� ��'�����������*� ��4�
A�#��'���*�F���������������*�����:�������������'���
��������������������������#����#�����+������
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