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1�� �� ����������������� )���!#� "����$�%��������
���
�������$�2�����3&��(���������"%�����4��$����$��&����
����������������'�������������"�����6�4��$����$� &��������

������������� �)� �(�� )���� 1
,

p
i ij j ij

y x β ε== +∑ ��(���

����∈� 5�$� �$� �6� ����������� �(�� ���
��� �)� ������� �)� �

�������������'��� "����$� ���#
-&$����� jβ � ��� ����������
�)�%������(��6������'����1�������7���������$��(����������

�7����������� ,y X = �� � �(����/�4�5%�6$� { }jβ = � ����

{ }iε���� ��������������)��(��������$����'����))��������

���������������$�������������$�����0�4�5���6�����������7
�)����'��� ���������� �)� ������������8 ��0��(� �����
�������������'���$��(�����
����)����'�����7�������(�
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�����������������"��$�*���������:��������+;�&
��� �(��������� ������/��� ��������������(��� �(��� ������
�(���'��������������)���������������))���������<�
�(�����
"�++=&�����������(��>�##?�">������
�������#��������
���� #(���'���� ?�������&� ���(��� ��� �� ���� �)
���)������������
������������������(���'��������������
����������������<(��>�##?����� �(���� ��� ���)���
����� ���(� ������������� ������������ (������$� ���
����������� ���)��������(��� ���� 
���� ������� ����� ��
����������(���� ����������� ���� (��(��� ������������<�
��������� �(��� ����������$� @��� ���� *������ "���A&
��������� ������ �(�� B������� 
��� "B
&$� �(��(� ��� �
������/��� ����������� ���(��� �(��� ����������� �
����������� 
���������� ����>�##?����� (��� 
���
�(���� ��� (���� ����� ����������� ���)�������� ��
����������� ������������(� (��(��� ����������� �����������
<(�����������������������������������)���!#�

%���� ������/��� ���������� ���� �C��������� ��
�����������������)���������������))��������������������
�������)�9����������������<(��9���������C�����������)
�������>�##?����������'�����"����$�!����������+;=�
-��'� ����,������� ���	&� ���� �(����������� (����
���
�(�������
���))�������)�����������������!#�"����$�������
,��������� 
��� ���+��,��������� 
��� ������-���/���� 
��
����&����������$�>�� ����>��� "����&�����:��������
��
"����&� ��������� 9�������� )������������ �)� �(�� B

"(������)����9B
$�)���D9��������B�������
��E&�

1�� �(��� �������($� ��� �7����� �(�� 9B
� ��
�������������(�����
������))������)����������������
���'���� ���� ��������$� ���� ���������� ��)������ �(��
������������(������������������������������9B
F�
����������� ���)�������� ���(� �(��� �)� �(�� 9�������
>�##?�"9>&�����9�������������������������"9��&�
0���������������(�������������)�����(��9��$�9>����
9B
�����
�������)���G<>�����������

$( �1*23)41��2*��5261�)2*���,)*72�1
,1�,1��)-*�81+�-��

����������,��
�������8������

<(����� "*����� ����:��������+;�&� ��� �(��������
������/��� ����������� ���(���� 1�� ��$� ���������� �)
��������������))�������������
�������
��������/�����(�
��������������)��C�����$

( )2

1 1
( , ) ,

n p
i ij ji j

RSS y x= == −∑ ∑ βy � � ��
 ���� ��� �(�

)��������� ����������H� 2
1

( )
p

jj
SS tβ== ≤∑� �

�C����������H

ˆ
RR� �4��������β

2 2
1 1 1{ ( ) }p pn

i i ij j RR jj jy x= = =Σ − Σ + Σβ λ β

"�&

�(���� ( ) 0RR t= ≥λ λ � ��� �� ���I��������� ��������

������������ �(�� �����I�))�� 
������� ��������� �)� )��$
���������
���(���##$�����������������7���$���������

���(�������)��C�������)��(����������������))�������$���

�(��>��������)� � ��<(��C���������>���������� �������
�(���'�����)������������)����'����))�������������/����
�(��� ����������� 
���� 
��� �������� �(�� ��������� �)
����������

<(�� >�##?� "<�
�(������ �++=&� ��� ����(��
��������� ����� ������/��� ��������������(��� �(��� ��
�
�������
�������������(��>����������"�&����(��(�����
�)��(���
���������������)��(����������������))�������$���
>������$��(�����

2

1 1 1
ˆ arg min ( ) .

n p p
L i ij j L ji j j

y x= = =
⎧ ⎫= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑ ∑β β λ β�

<(���������������(������
����������������/������
���� ����� �))������ �(��$� >�##?� ���)����� �����
��
���������������(���'������������������������(�����
��
�)�������
������'�������������$����������(�����
����)
���'������������������������)��(����������(����������
��������������(��(���������)�����������9��������)��(��$��(�
�����
�������������)��������)�>�##?��������������"J���
���
������+&��*������$������������������������������(��
���������)�����>�##?�)���������������������������
�(��� ����������� ���� (��(��� ��I������� "*������ ��� 
��
���+&���(��������������������������
����������!#����(
�������������������'����

<�����������(�����)���������)�>�##?������������
���(� ����������� ����������$� @��� ���� *������ "���A&
�����������������/������(��$� �(��B
$��(�����������
)�������� ����� �� ����������� 
������� �(��>�� ����>�
�������1���(��B
$��(��������/���������
����
������

( ) ( )min { subject to
T− −β y X y X� �

( ) 2
1 1

1 },
p p

j jj j
t= =− + ≤∑ ∑α β α β
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�(��������������
����������������������������� [0,1].α ∈
������ ����������� ���� �(�� >�##?� ���� �
������� ��
���������������)��(���
�������
����$����(� α ��C������
��������/���$� ��������������<(����������� ��� �(���
���
������/���������
��������C�����������

{ 2
1 1

ˆ arg min ( )
n p

EN i ij ji j
y x= == −∑ ∑β β�

}2
1 21 1

p p
j jj j= =+ +∑ ∑λ β λ β "�&

�(����λ������λ���������I��������������������(����������
�(�� ����(�� ��������� ��� �(�� >�� ���� >�� ���������$
��������������<(�������������������(��B
����
���/����(�
>�##?����������"@�������*���������A&��(����'������
�(�������
��� ���������� )��������)�>�##?��(������$� ��
������ ��� �(���'� �����(��� �(�����))���������)�����������
����������$� �� )������� �
������� ������ "*������ ��� 
��
���+&��@��� ����*������ "���A&����������� ��� �))������
�������(��">��#IB
&�����������(���
����������/�����
���
����

5�/��������
�������,��
�������8������

B����������)���������������))����������������)���
������/���������/���������
��������(����������>�##?
�����C������������������������������������������������)
9��������������� "����$�!����������+;=��0�(
���+;	�
<�
�(�������++=&��1���(��9���������������($���)�������
����
���������(������������������
�������)��(����'�����
"�&$��������(�������"/&$� "�K/&��L���������9����F�����$
�(��� �������� ��� ������������� ��� �(�� �������� �)� �(�
������������������
�������)��(��������������(����'�����$
 "/8�&$����9����������'���(�����������(���������������
��������� �����������'������ "�&�� 1�� �(�����������
�������������$��(��������������������
�������)��(������
������ �(�� ����������$� M "/8�&N$� ��� �(�� �������� �)
������������������������������������������(������������

)�������� 1
, ,

p
i i ij jj

E y x β=∑( x �� � � �������(� ������

������������������ ( )2 ,εσ ��(�����

( ) ( )2 2
11

, .
n p

i ij jji
p N y xε εσ β σ==

= ∑∏y X���

%��'����))�������������������������������������������

������� ������ ���������$� ( ) ( )1
,

p
jj

p p
=

= ∏ β� � �

�(���� � � ����������� (����I����������� ����7���� �(�

���������������)����'����))������L���������9����F�����$
�(������������������
��������

( )2, ,p εσy� � ( ) ( )2,p p∝ εσy X �� � �

( ) ( )2
11 1

, .
n pp

i ij j jji j
N y x pεβ σ β== =

= ∑∏ ∏ � "3&

<(���(������)��������������$� ( ),jp β � �����������

�(��(��� �(�� ��������������� �)� "3&� ��� �C��������� ��
�����������
����������(�9��$�9>����9B
��1��9��$��(�

���������������)����'����))����$� ( ),jp β � ����!�������$

��������� ��� /���� �������(� ���������������$� �(��� ��$

( ) ( )2 20, ,j jp Nβ ββ σ β σ= � �(���� 2
βσ � ��� �� �����I

����������)����'��� �))������ 1��9>$� �(�������� ��������
������'��� �))����� ���O��
��IB7���������� "OB$� ����$
<�
�(������ �++=&$� ��������� ��� /���� �������(� �������I

���������������$� 2
,

ε

λ
σ ��(�����$

( )2
2

, 0, .j jp DEε
ε

λβ λ σ β
σ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

<(�� ������ �������� �)�9B
� ����������� �� ����������

������������������OB������������L����������������(���
����������)�����������������
������(�������C�������/���
��������������C������������<(������������������������

���������
��
��������������#��������$�����$��
��������%�������&
������"�����&�#��������'���(�����)��"�*+��������&������������
����#��������,�������-����#,-����
�.���/������������������0
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�(��9B
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�������
����������λ1 = λ2 = 0.8����������
����(��!���������������$��(��OB��������(��(����������
/��������(�����(��'��������$��������������))������������)
�(���'�����1������������$�������������9��$��(������������
����(��9>�������������������(���'������������/�����)
���������� �)� �))����� �)� ����������� �(��� (���� �����'
������������ ���(� �(�� ��������$� ���� ���� ��� ���(
�(���'�����)������������)��))������)�������������(���(���
������������������������(��(�����������

L��� �(�� ��������������� �)� �(���� 9�������
���(���$��(��!����������'���(������������ �������)��(�
������� ������� �(���)���$� �������� )���� �(�� ���������
������
������ �)�9��� ���� 
�� �
������� ������ ��!�

�
���������<(��OB� ������ ����� ���� ��� ���������(� �(�
!����������'���(�����(������$�������������
��-��'����
,�������"���	&$��(��OB�������������
������������������
��7������)�������I����������������$��(��(�������������
��!�

����������)�����������������(��9>��L��������
�����������������������(���)��������
��-��'�����,������
"���	&$� >�� ����>��� "����&� ����:����� ��� 
��� "����&
�����������������������(�����������������������������
���9B
�����������7������)��������������������������1�
�(���������)�:��������
��� "����&$�  ������������������
�)� �(�� 63�(� ���'��� �))���� ���� ���� ����������� �����I

���������� 2( )jτ ���

( )2 2
1 2, , ,j jp εβ τ λ λ σ

( )( )12 2
20,j jN εβ σ τ λ

−−= + ( )2
1 ,jExp τ λ

�(������ ( )2
1jτ λ 9

2
1

2

λ
�7�

2 2
1

2
jλ τ⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ��� �(�� �������

)�������� �)� ��� �7���������� )�������� ����7��� 
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