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��� ��� ������� ������ ����� ����� ���� ���� ����!� ���
����������� ����µ������������ ������
����"����������
����������� ���������
���������������������� ��������
��� ��#�����$� �����
����"� ��!��$� ������������������ ��
������$� ������
��� ��� ���� ���� ������ ��� ���� ����������%
&���������������������
���������������������������
�
�����#� ����$� ������� 
��� ����� ���� ����� �����!�� ���
���!��"����������!������������ ���� �$�
������"������
���!�����
$�'(��������	))*���

1 ( )xt y b x= + µ −

������ 	 ��� ��� ���� ���� ��� ���� ����!�� ��� ������� !� ��

����������
$�����$"   and  y x ����������� ���� �������
���� �����
���	 �� ������ �����������$� ���� µ�� ��� ���
����������� ��������%

������
����������������%����%��!%��+,����
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����������
�
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����
����������������
��������� ����!�"�# 
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�� ���$%&� '()�%���� *��+� �(���(%
��,��)(��������(�-�%�(�.�/(��($%&'

-�� ���� ���� ������� ��!�������� ���� ����� ��� ��� ��
������$� ���� ��� ����� ����������� ����µ�� ��� �����%
.������"�������������������������������"�µ��������������
�������"�������������������������/���������
����� ����!
��� �������%� 0����� ���
��� �� ����!� ���� ��!�������
���� �������
��� ��

2 ( )n n nt y b x x′= + −

����� nx ′ � ��� ���� ��������� ������������ ����$��� ���

�����1���′ ��� ( , )n ny x ��������� ������������������� 
������
��� ���������1����'2	�′*����� ���������������/����
��!����������������������	�����������������
���� �����
��� �������
��� ���%
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���	��
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���	���������������������������������� ���! "�#�

.��� '�	)3*� ������
��� ����� ���� ���������� ��� ��
���� ����� ���� 
�� � ������� ��� ��#�����$� �����
���� ���
������������!������������ �����
�����������
����� ����!
����� �������� ����� ������ ��� ��#�����$� �����
��%
4� ��� ���������������������������������������������
����� �������
�������� ����µ�����������#�����$������
��
�%������������������1������������������� �����"�.���'�	)3*
��!!������ ���� ���� ��� �� ����� ����$� ����������
$� ��
������������������� ����$� ����� ���� ���������!����
��
�� ����!������ �������� ����� ������ ��� ���� ��#�����$
�����
�������������

3
( ) if /

( ( )) if /

n n n

n n n n

y x x Z n
t

y x x x Z n

′ α

′ ′ α

⎧ ′− ρ ≤⎪= ⎨
′+ ρ >⎪⎩

������"α������������'��5�α+�*6�����������'�"��*�����α
������������������!���������������������� ����$�����%�-��
������������������������ρ ������������'�"��*�������� ��
���
�������%

4������� ���� 4���������� '�	��*"� 7��� ���� 8�1
'�		9*"�:�
����'�		;*"�7���'���3*��������������������
�� �� ����������!������������ ����������������� ����$
����� ��� ���
��� �� ����!"� ������������ ��� ���� �����
��!������������ ������������������������ ���%

-��� �������� ����� ��� �� ��� ��� �������� ��
��������������������������������������������
$�.��
'�	)3*�����7���'�		9*����������������������������������
������������������� ����������!������������������ ����$
��������� �������������
����� ����!�����������%

��� ��� ������ ����� ����������� �� ����!� ��������� ��
�������$��!������������������������������������� 
�����
!������ ������� ������� ���� ��������!� �� ����
������������$� ��� � ����� !����%� -��� ��������� ��
���������������������������
�������������������$�����
����������������������$������
��������� �!�������������
����������� "������������� ������ ��������������������� 
�������������������%��������������� ���������$������� 
 ���� ���� 
�� �
������� ��� � �� � ���� �� ���� ��� ����
������ %�-��������� ����������
��������������� �� ���
��1�������
���� 
������������������������ �������� ���
������ ����������%�&���� ������������$� ����"� ���
�������������������� ����� ���������������$������
����
������ ��������������� ��� ������$� ����� ����� ����� ��� ���
��������� ������ �� ���� ����� � �� ����!� '(������
�	))*%

(�������'�	))*���!!����������!������������ ������
����������� �� ����!� ������ ��� ������� �� �� 
����
��!������������ ������������!�����
$

lrcy < ( ),st x sty b x+ µ − ������

sty < ,h h st h h
h h

W y x W x=∑ ∑

������ ( , )h hy x ���������������� ���������������������� 

���	��<��"���%%%"�#%

������������ ��������������������������������������
����� ���������� �������� ���� �� ����� ���� ��������� ��� 
����������� �
$��� ��������� ��� ����!���������������
 ����������� 
���������������������!���������/������
����
����� ������������ ���%�.���� � ��� �������� ������
�� 
�������!������������������������$��������������� 
���!��%

����+&���)$��&���&��&''���
��&%�)��(�.��&'��&'��)(���������&�
������$%&�'()�%���

-����� 
��������������!������������ �����!�����
$

,lrcy �����
�������1�������������������������%�=�����$�����
��������������� ����µ����������"�����������/��������
��������������$�������������������� 
�������!�������
 ������ ��� ���� �����%� 4������$� ��� �������� ���������
�����������µ�� ��� ���� �������������"� ��������� ����� ���
������/���������
����� ����!�����
�����������������
������� ����$��� ��������
�������������� ����µ���������
���� ��������µ�����!�����
$

4 ( )′= + −st n stt y b x x

.��� nx ′ � ��� ���� ��������� ���� ��������� �
������
��� ���������� ����$��� ����������������1���������� ���
µ�%� -�����$� ����� µ�� ��� ��������$� �����"� ����� �
����� ����$� ����� ���� ����� ����!� ���
��� �� ����!
��������������
������%

��� ���� �������� ����$"� ���� ������ ����� ����� 
�
������������������������� ����� ������ �
���� ���� ���
���������#�����$������
��������
������%�-����������� ���
������������������ ��������� ��� ���������1������������
���� ����� '!��"����*� ������� ���� �������� ��� ���������
��������� ������������ ����������/�����$����� ����!



��������	�
���	��
��������� ���	������	����
���������	��
���	���������������������������������� ���! "�#� ���

��� ���� ����� ( , ),st stx y � ����� .h
h

n n= ∑ � -��� ������

�� ���� ��� �� ���!��� �� ���� ����� � �� ���� ��� ��1�
�′'<� �� >��*� �
������� 
$� ������ �����!���  ���
������������ �
����������� ����	������ ���$� !�� ��

 ���������������������� ′nx ���������������1���������� ���

µ�%� ��� ������ ��� �����1�� ���� �������� ����� �����"� �
����� ����$���������������
���������$��������

���?�µ��<�µ�"��!���������?�µ��≠ µ�

������µ�� ��� ���� ������ �
������� ��� � ���� �������
����� �����%

��� ���� ����� �$������������ ��� ��������"� �����µ�� ��
����������������µ�����������!������������ ���� lrcy ����

�����������,����������������� ���� ���� ′nx �
�����������
����� ����$��� �����������%

&������ �� ����� ������#�����$������
����� ���� ���
����$������
��	������ ,�����$���� ���$�������
���������

���� ������!�����
$� 2 2( , , , , ).x y x yµ µ σ σ ρ �-��� ��!����
������
������������� ��� ���� ������
������ ��� ���� ����$
�����
���������������#�����$������
���������������������

��� ��� ������
������ !����� ��� 2~ ( , )µ σy yY N � ���
2~ ( , ).µ σx xX N �-��� ������� ����������� '��"���*� 
���!

�������������� ��������������������������������,�����$
���� �����������������
������������ ���������
����������

���� ������ �������� ��� 2 2( , , , , ).µ µ σ σ ρ
h h h hx y x y �����

�����������������������
����������������'�"��*��������$�
 ���������� ����� ������� ���� ������ � ���� ������
��������������������� ������
���/���������������������
������������ ������������ρ%� -��� ��!�������� ���� ����
���������������������������������� ����#������������

���%���������"����� �$����� 2 2 1σ = σ =x y ����������������
!��������$%

�4��������������������������� ���������������� ��
������
�����"���������� ����$��� ���������1�������������
����� ���������������#�����$������
��������������� �����

��� ,′nx ���������� ���������������� ���������
���������

���������� 2~ ( , / )′ ′µ σn x xx N n ������������������� �����
2 2 1,σ = σ =x y ����!��� ~ ( ,1/ ).′ ′µn xx N n �=������� ��!����
������
������� ����������������� ����� ��� ��� !����� ��

2 2~ ( , ) and ~ ( , ).µ σ µ σ
h h h hh x x n y yX N Y N

=�������������� "������������������
����'��"���*����
����$��"� �������� �� 
��������� ��� ��� ������
����������
 ���� ( , )µ µ

h hx y ���������������� ����#�!�����
$

2

2

⎛ ⎞σ ρσ σ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟ρσ σ σ⎝ ⎠

∑ h h h

h h h

x x y

h
x y y

-�����!������������ ������������������������Σ�
��� ������ ��� ���%� ��� Σ�� ��� �����"� ����  �$� ���

2 2 1,σ = σ =
h hx y �'����������������!��������$*%

����"����������� � ���������!�����
$

1 1

/   and /
= =

= =∑ ∑
h hn n

h hi h h hi h
i i

x x n y y n

���� ���� ������� �� 
��������� ��� ��� ���$� ������
����
����� ������
����'��"���*%

.������������
�������$��
������������  and  h hx y

����� ������� ��� ��� ������
������ �����  ���� ���
����������!�����
$

2 2~ ( , / )    and    ~ ( , / )µ σ µ σ
h h h hh x x h h y y hx N n y N n

�%�%� ~ ( , 1/ )    and    ~ ( , 1/ )µ µ
h hh x h h y hx N n y N n

-��� ,����� ������
������ ��� ( , )h hx y � ��� 
��������

��� �������� ������� ( , )µ µ
h hx y ���������������� ����#

��������� ���� ��������!�����
$

�

2

2

/ / 1/ /

/ 1// /

h h h

h h h

x h x y h h h
c

h hx y h y h

n n n n

n nn n

⎛ ⎞σ ρσ σ ρ⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠ρσ σ σ⎝ ⎠
∑

@�������� �� ��� ��������$� �����"� ���� ���� ���
µ��<�������������������!��������$*"��������������$��������
����
����������"�����

( ) / ( ) /′ ′ ′α α ′− µ ≤ ⇒ ≤n o n nx SE x Z x Z n

0����� ���� �
���� ���� ������� ���� (�A-B� ��
���
��� �� ����!� �����!� �������� ����� ������ ��� ���
��#�����$������
���������
������������

5
( ) if /

( ( )) if /

′ α

′ ′ α

⎧ ′− ρ ≤⎪= ⎨
′+ ρ − >⎪⎩

st st n

st n st n

y x x Z n
t

y x x x Z n

�����"� �<�ρ'σ��+σ�*�<�ρ������������
�������� ������%



��� ��������	�
���	��
������������	������	����
���������	��
���	���������������������������������� ���! "�#�

0��$�('��,��+&�����&�������$%&
'()�%���

-���������������
���������"�����������������������

,����� ������
������ ��� ( , , )′n st stx x y � ������ ��� �
 ������������ ��� ��� �����  ���� 'µ�"� µ�"� µ�*� ���
����������� ����#�!�����
$

Var( ) Cov( , ) Cov( , )

Cov( , ) Var( ) Cov( , )

Cov( , ) Cov( , ) Var( )

n n st n st

st n st st st

st n st st st

x x x x y

x x x x y

y x y x y

′ ′ ′

′

′

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ '�*

-��� ����������� ��� ���� 
���� ��� ���� ���� ����� ��
����������������������#����������"���������������
���!
��������������������,���������������$�������������������
������������ ����$�����%�=������������#���������������
�
�
������� ��� � ���� ����!����� ��������!� ���
�
����$
������$������������������������� ������
����� ��%

&���������� �����������������������������������
����������� ����� ���� ������ � ���!��� ��� !����� 
$
$��<�'��+�*�<�'���+�*

-���"
2 2/ / (1/ ) (1/ ) as 1⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑h h h h h h
h h h h

W n W nW n W n W

-��������� ���� �
���� ����������� ����#� ��� '�*
����������

1/ 1/ /

1/ 1/ /

/ / 1/

′ ′ ′ρ⎛ ⎞
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{ }5Bias( ) E ( )...  if /st st nt y x x Z n′ α ′= − ρ ≤

��� { }E ( ( ))... if /st n st n yy x x x Z n′ ′ α ′+ + ρ − > − µ

⇒�8���'��*�<� µ − ρ µ∑ ∑h hh y h xW W

{ }E / /n n yx x Z n′ ′ α ′+ ρ > − µ
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µ = µ∑ hh x xW ����
hh y yW µ = µ∑
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{ }5Bias( ) E /x n nt x x Z n′ ′ α ′= −ρµ + ρ >
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5E( )t < 2

5E(  if / )nt x Z n′ α ′≤

2
5E(   if   / )nt x Z n′ α ′+ >

< 2{E( )    if   / }st st ny x x Z n′ α ′− ρ ≤

�� 2[E{ ( )}  if / ]st n st ny x x x Z n′ ′ α ′+ + ρ + >

2
5E( )t �<� 2 2 2E( ) 2 E( ) E( )st st st sty x y x− ρ + ρ
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2( / )}{ ( ) ( )} {(2 / )yn A B n′ ′+ ρ Φ − Φ + ρµ

2( ( ) ( ) ( / )( ( ) ( ))A B n A A B B′ϕ − ϕ + ρ ϕ − ϕ 'F*
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