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"����������#�����������������$������#���%����
���������&��$�����������$��������������$���������%�����
��� �$�� %������ ���������'� �%���� ��%������ ��� �$�
��������������#����'������$�����������%������������$�
��#���������%��#��$��%���������������'�(���������$�
��#��������������#��$����#�������������%�������%��#
��#�����������������%��������$����������������#�����

���#���������������������%��#��������#������������
���� %��� ���������� ���� "(������ ��� ���� )�*+*,'
-%�%%��#�����������)�**+,'�-%�%%��#��������"����$(��
)����,�����.���$�)����,�

/���������������$���%%�����%���#���0���#����������'
�����%��$��#�!���������#������$������������%�����������
����$������������������������%��������������1�����������

���#�� %��#� ����#�#����� �%� �$�� ��#�����2�� ����� �$��
������#� ������������ ���#������� ����� ������#�� /�
�$���'����������������)���#�����������,����#������$��
�$��������������������������������%����$�����������#����
���������� ��� "3������ ��� ���� )�**�'� ��� 4��5��6,
�����������%��������������$��������������������������%���
����� �$���� ����������&� )�,� 7�%���� ���� ������ ����
����������'��%%�������#����������� ��(��� ��������� �$�
����������������������%��������������)�,�"������'����$���
����������$��1���%���������������������������#���������
���� ��� ���#��� �������� ����#������� )�,� �����
���#�������������$�����������#��$����#���������
���������� �������� ���������� ���� ���� ��� ��������
����#�������$���8��!��9�%������������������$���������
��������������$��#������/���$����������������������$�
�������$����������#��������
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:����� ;� <�'� ���'�%=� ������� �� %������ ���������
������������%�%� ������:����� ��� �$�� ����� ��������� �%
������������������������$��������%���%����$���������������
�����:���#�� ;� )!��'� ���'� !��,′'� ��∈ �� ��� �$�� ������ �%� �
������� �%� �0������� ���������'� !�'� ���'�!���>�������� �$�
������������������'����'������������#����������'��$��$
���� ������������ �����?������� %��#������������������$
��������������������%�������)��%,���)��|#�'�θ,�����0�����
�� ������� �%� ����#������ θ���� ������������ ��#���� �� ��
������%��#�����������������������%������#�������������
@$����#������?�������������������/���$���%������'���
��������� �� �����%��#������ ��#������ ������� )$����'
������������ �%� ��� ������ #��%��� �� ∈ �	 ��� �$�� ��#�� ��
�������������%����������#��%�����∈ ����$�����'���)��|#�'�θ,�;
��)��|#�'�θ,,����$�������������������������π��;�-�)�	∈��,'
������#����������$��&��;�� π�����;��'����'�%��A��������
� �;�)'�'����'�'�,′��$��%	��	���������������������)������,
�����������$��$���'��;����%�������∈ �	���������������
'��;����%������	∈ �	�����������������@$�����������������
��%����� ������������ ��� �� ;� <� |�	∈ �'�'�� ;� �=� ���� �$�
������������������� r �;�<� |�	∈  �'�'��;��=��@$����?���%
�$������������������������������'�����$����$����?���%��$�
������������ ���� ��� �� B���� 2�� ���#�� �����������
��#�����'�����$���π��;�-�)��∈ �,�C���%�������������	∈ ��
:����$����������������������

ψ��;�-�)'��;��D��∈��'�#'�$, ;�-�)�	∈��D��∈	�'�#'�$,

;�-�)��∈��D#'�$, )�,

%�������������	∈  �	����φ��;�� ψ������$���������������$�
%��� �� ∈  ���@$�� ��������� �������������� ���� �$���������
1��������� ���� �$��� ���� �(����'� ���� ���� ����� ����
�����������������
��$��#���'��$���������������������
'������ ��������� %��� ��#���� ���#����� ������ @$���
����������������������� ������� ����#�������������� �$�
��#����� 7�� ����� ��� ������������ #����� ������ ��
�0������� ��%��#������#�� ;� )!��'� ���'� !��,′'� %��� ���� ����
�	∈ �'����������#������#���5����������#������%��$�
����������������������'��$�����

� ˆiψ ; ψ)#�,�;�-�)'��;�� | ��∈  �'�#�, )�,

%�����;��'����'����2����%������ ˆ ( )i i=ψ ψ x �����$����������
������������@$�� ��������� ����������� ��� �$�� ����#����
�������������������������������������$����#���������$�
���������� �$��������������#���E��'���� ��������� ���
#��$���� �$��� ���� ��� ���� ��� ��#���� ��������
�������������

%	&�'�����()'��&�
'�	�

� ( ) ( )
21ˆˆ exp
22

i

i i i
z

dz
′

−∞

⎛ ⎞
′= = Φ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ψ ψ
π

x

x x
�

� ��)�,

�$���� �̂ � ��� ���	�������������%����%%�������'� ����Φ� ��
�$�� �#������� ������������ %������� �%� �$�� ��������
���#���������������

%	&�'�����*'+�&�
'�	�

( ) ( ) ( )
( )

ˆexp
ˆˆ

ˆ1 exp

i

i i i

i

L
′

′= = =
′+

ψ ψ
x

x x
x

�
�

� ����������)6,

@$�� ������ �����%��#������ ������ ��� �$�� ��������
�����������#����&

( )
( ) 1 1

ˆln
1

i
i i ip p

i

x x′= = + +
−

�
ψ

β β
ψ

x
x

x
� �������)4,

@$�������������������#�����������$��#������##��
#��������� ��� %��������#��������$� �$�� ���$����������
������������
��#�������'��%��$������������������������
�����(����'�������������$�#�����$��������#����'��$�
����������������������

��(���������$���#���������%��������$����������
���$�#������� ����� ��� ������������ ��� �$�� ���������$��
�������� �$�� ��������� ���������� )������,� ��������'� �$�
��#���� ���������� ���������� #�#����$��'� �$�� ����
��������'� ���� �$�� �0���������������������������:�����
���������)����,�����������$�����������%������������
#��$����#����#������������#��$����#&

)�, �������� ��#�������� ��� �����#� )�>��,&� /%� �$�
�����������������������������������������$������
��������'�����$���0�������������������������'��$�
#�����������������>����@$�����'

-�)��∈ � | ��∈ �'�#�'���,�;�-�)��∈ � | �	∈ �,����)�,

%�����������������������������#��

)�, �������� ��� �����#� )���,� ������ �0������
���������� ��������&� /%� �$�� ��������� �����������
������������$���0����������������������������
���� ��� �$�� ����� ��������'� �$��#������� ����� ���
�����@$�����'
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-�)��∈ � | �	∈ �'�#�'���,�;�-�)��∈ � | ��∈ �'�#�,��)	,

%�������������������������

)�, E���#���������������#�)E���,&�/%��$����������
������������ �������� ��� �$�� ����� �%� ��#������
�������������'��$��#����������������E�����@$��
��'

-�)��∈ � | ��∈ �'�#�'���,�≠ -�)��∈ � | ��∈ �'�#�,��)+,

%�������������������������

/�� �$��� ������ ��� #�(�� ������������ �������
������������������������������������#��$����#�

)�, @$�� ��������� #��$����#� ���� ��� �������
���������������#��)������������������������,��%&

-�)�	∈ � | �	∈ �'�#�'���,�;�-�)��∈ � | �	∈ ��	#�,

%������������������������

)�, @$�� ��������� #��$����#� ������� ��� �������
)������������������������,��%&

-�)��∈ � | �'�#�'���,�≠ -�)��∈ � | ��∈ �'�#�,

%�������������������������

@$��� ������������ ������ ��� �#�������� ����� �$��
�������� ���$� ��(���$���� �$����� ����� ���������
�����������������������������������������#������


���#����������������������������������:���������
����� )����,'� "�$�%��� )�**	,'� :������ )�*+�,'�����
)�*	�,'�"3����������"��������)�*+	,'�>������)���*,'
����>$�#���������"(������)����,�

@$��������%��$���������������%��������/��"��������
��� ������� ��������� ���� ������������ ������������
"������� �� !���%���� ��%���� ������������ ����$���
����#������ ���� #��$��� �%� #�#����� ��� ����� �%
�������������������������� /��"�������6���� ��������
6���%%������#������%����$���������������0������������%
������������������������"�������4'�������	������������
��������������(���$���'�����#�����'�
��$�����%��#�����'
���� ���%������� ��������� ����� ������������
�������������"�������+�����������$��������������%�%�����
���������� ������ ����� ������������� ������������� /�
"������� *���� ��������� ���� ������ %��� ����#������� ��
�����#�#��$����#������������������������������2�
�����������$�������%��������������"����������

�����,(��,���� ������,(��,�
 �,���-!����,

7�%���� ��%������ �$�� ��������� ���� �����������
������������ #��$�#��������'� ���� �� ��������� �$�
%������������������&��������(�)⋅,���������$����%������$�
#��$�#��������0�����������%��$����������������������'

������������'����� rf ����� ( )rE ⋅ ���������$����%������$�
#��$�#������� �0���������� �%� �$�� �����������
�����������'��������������

.���$�)���*,���%�����������������$��������������%
��������� ���� ������������ ������������� �$��� �$�
��#������ ������� ��� ��%��#������ ���� #������� ����
#��$����#������������������/���$��������'�%��#�������'
������#���$����$����#���������������������%��#�����'
�$��� ��'� ��)�� |#�'�θ'� γ ,�;� ��)�� | #�'� θ ,��F����� �$�� ������
�����������.���$�)���*,'����$���&

)�, @$��)#�������,������������%��%���	�����%�������&

��)�� |#�'�θ'�η, ;���)�� |#�'�θ'�η'�'�)��;��,

;�
Pr( | , , ) ( | , )

Pr( | , , )
i i p i i

i

i r y f y

i r

∈
∈

η θ
θ η

x x

x
�)*,

�$����θ ����$������#������%��$�����������������������'
η ����$������#���������0����-�)��∈ � |#�'���'�η,�5���������
#��$����#'����

Pr( | , , ) Pr( | , , ) ( | , )i i i p i i ii r i r y f y dy∈ = ∈∫θ η η θx x x

E���� �$��� ��������� ��%� ��������� �$�� ���������
����#����'� θ'� �$��� ����0��'� ��)� � | # ��� θ,'� ���� �$�
�����������������������������#����'�η'� �$��� ����0��'
-�)��∈ � | #�'���'�η,��@$�'��$�������������%�#����������
#��������#������ �$��� �$��������������%�� /����������
����$��'��$��)#�������,������������%������%%������%��#��$�
������������%�������������$��%���������������������'
������-�)��∈ � | #�'���'�η�;�-�)��∈ � |#�'�η,�%���������������
��������'��$������'�����������������$���������������������'
����$��$�������$�����������#��$����#���������������
���������������#��������������$����$��#����������������
�����������������%��������%��$�����������������������
�����%��$���������������%�������������������������������
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)�, /%��$����������������#��$����#�������������'��$��
��

-�)��∈ � |#�'���'�η,�;�-�)��∈ � |#�'�θ'�η,

�$��
	��)�� |#�'�θ'�η,�;���)�� |#�'�θ,������������)��,

)�, @$��)#�������,���������������%��%������%�������&

( , , )r i if y θ η| x ;��)�� |#�'�θ'�η'�'��;��'�)��;��,

;
Pr( ,  ,  ) ( ,  )

Pr( , , )
i i p i i

i

i r y f y

i r

η θ
θ η

∈ | |
∈ |

x x

x
�)��,

"')'���)$���

-�)'��;�� |#�'���,�;�(�)ψ� |#����,

"')'���)$��������������������������������%��$��#�������
���������������������������%���%����������������&

��)�� |#�, ;
( , ) ( )

( )
p i i i p i i

p i i

E y f y

E

| |
|

ψ
ψ

x x

x
)��,

( )r i if y | x ;
{1 ( , )} ( )

{1 ( )}
p i i i p i i

p i i

E y f y

E

− | |
− |

ψ
ψ

x x

x
)��,

�$���

( ) ( ) ( )
( ){ }

| | , |  
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