
����������	��
��
�������
���
���������������������

�����������	��
����
���
�����
���������
�������
����

��������	�
��
����
�������������������	����������
������
��������

��������� �	
��
�
���� �������

�������

���������	
������
�������
�������
��������������	�����������������������
��
���������
���
����
������
���������
�������������
����������
������	
�����
�������������� !"���
�������������������������
��
�
����
�#�����������
��	���������
������������������������	���#�������	�
����	��������$����	���������
��
��
������������������
�����
����������
��������	
����������
��������#�������
������
��	
���%
���
�#������
������������
�������	���
���
������������	
��������������������
�����
������������
�������&������
'�������()) "���
��������������������������	���������
����
�#����	������
���
�����
���
�����%
����������
�����	��*+�����������
���
�,��
�����
�������
���
�������
����������
��
�������������
�������	�
��������
���
�����������
�������
��
��������
���
����
���#��������������������������	���������
���
�#����
#	��,��
������	��*+�����������
���
��,��
����	�������	������������
����������
��
�������������
�
�����	����������
���
������

���������	�'���	
������
����������������
��
���������-��*�����
��	��������.���������������������
%
�����
���
�����$����	����������

�� 
���
����
������
�� 
��������������
�

���
��
����������������
��
��

��� �����	
�����

��������������������������������������
����
����
���������������� 1 2 qx , x ,..., x ���������������������
�����

�������� ��� ������������ �����������
q

i i
i 1

x 0, x 1.
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 ���������� 1 2 qx , x ,..., x � ��� ���� �� ���� ��� �

Ξ : 1 2 q{(x ,x ,..., x )
i i| x 0,i 1(1)q, x 1}≥ = Σ = ��
� ��

��3����������

E(Y | x) :
2

x ii i ij i j
i i j

x x x
<

ς = β + β∑ ∑
:� f ’(x) "5	#)

.���� � :� ’
1 2 q(x ,x ,..., x )

�"�) :� 2 2 2
1 2 q 1 2 1 3 q 1 q(x , x ,..., x , x x , x x ,..., x x ) ’−

β :� 11 22 qq 12 13 q 1,q( , ,..., , , ,..., ) ’−β β β β β β

�"�)���
�β���������;�#�3� �����.���� ( )q 1p   2
+= 	

2��������������� �����"5	#)� �������������������
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xς :� x’Bx

.��� � :�

11 12 13 1q

22 23 2q

qq

(1/ 2) (1/ 2) ... (1/ 2)

(1/ 2) ...(1/ 2)
...

β β β β⎛ ⎞
⎜ ⎟β β β⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟β⎝ ⎠

� �
�
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q

i
i 1

x 1
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=∑ � xς ����������4�
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γ :� 1 1B 1− −δ "5	5)
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M( , � � ���� ����� ���
Ξ

ξ = ξ∫ �� ���� ���������������������

	�?�������3���
������ ��.�� ���������������� B̂ �����

�������9������������������������
���� ��δ���� δ̂ 	�2����

����� ����δ���
������ δ̂ ���
� B̂ � ����� ��3���� ��� "5	5)�
.���������������������γ ��

ˆ :� 1 1ˆ B̂ 1− −δ "5	()
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A( B�:
11 22 qq 12 13 q 1,q

( , ,..., , , ,..., )
−

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂β ∂β ∂β ∂β ∂β ∂β

M( , �ξ ���������������������������������
���������
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��� "5	#)�� ��
� -1M ( , �ξ � ��� ���� ��������4�
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1 2 q 1 2 q 1 q

1 2 q 2 1 q 1 q

1 2 q 1 2 q 1 q

1 2 q 1 2 q 1 q

1 2 q 1 2 q 1 q

1 2 q 1 2 q

2(q 1) 2 ... 2 (q 1) ...

2 2(q 1) ... 2 (q 1) ...

2 2 ... 2 ...

2 2 ... 2(q 1) ...

2 2 ... 2 ... (q 1)

2 2 ... 2 ...

−

−

−

−

−

− − γ γ γ γ − − γ γ + γ

γ − − γ γ γ − − γ γ + γ

γ γ γ γ + γ γ + γ

γ γ − − γ γ + γ γ + γ

γ γ γ γ + γ γ − − γ

γ γ γ γ + γ γ

� � �� �

� � �� �

q 1(q 1) −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − γ⎝ ⎠ "5	%)
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�������������� ���������
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�������.�� ����
������
��� �� ��������

( ��� ��φ ξ �:�
1 ’tr(A( �� � � �� � ��− ξ "5	')
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 ����� ���������������������������������������
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�����������"5	%)����������������A( BD �����������.������
������� ��������������������������������8"γ)��������������
����γE ������������
�� ����9�������������������������
"5	')� ��� 9��
���� � ��� ���� γ7 ���������	� 2���������
��������� �� ������ ��� ���� ������ �.���������� ��� ���
γ7 ��������������
�9����	�2���������� ������.����.��
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�
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���"566')	�1����.� �������������
�������������	
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�
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���γ�.���� 2
iE( ) v,    i 1,2,  ...,  qγ = = ���
� i jE( ) w,  γ γ =

i,  j 1,  2,  ...,  q;   i j= < � ��
�������4�
� E[ ( F�G BBHφ �
���� ������� ������ ������.���� ����� �� ��� ���� �����

���������������γ	�1��������������������������������
����������������������3�4	

2
i iE( ) v ,    i 1,2,  ...,  qγ = =

i j ijE( ) w ,   i,  j 1,  2,  ...,q;   i jγ γ = = < �"5	/)

��� ��
q

i i ij
i 1

1,  v ,  w
=

γ =∑ I��������������

i ij
i i j

v 2 w 1
<

+ =∑ ∑

-���  ��������� ���� ��������  ��� �� ��� 
������ ��
������4���

( )φ ξ :�J ( F�G BBφ

:� 1tr(M ( , ���� � ��� ��− ξ γ′ "5	&)
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��	������

*����.�� ���
� ���� ��������
������� ���� 
��������
3���������9	

���������� ������������ � !�

*���

8"γ)�:�

1 2
1 2

1 2
1 2

1
( )

2
2d

1
( )

2

−γ γ⎛ ⎞⎛ ⎞ γ − γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟

γ −γ ⎛ ⎞⎜ ⎟− γ − γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

"(	#)

.���� 1d [ | B |]−= δ ��
�J"γγ′)�:� 1 12

2

v w

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

�"(	5)
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�"��#��������0�3�����������������
������ ξ ∈���.���

������������������� M( , )ξ β �� .��  ��� ��.���� ���
� �

������η ∈ �L�⊂���.������L� ��� ����  ����� ��� �����
������
�������.����.���������� �� �������
���������.�
�����������
���������������.������� ������


"η, β)�≥ 
" ξ �β)

�#�����*����������
�����

E(Y | x) �:�
2 2

x 11 1 22 2 12 1 2x x x xς = β + β + β "(	()

��� �� 1 2x x 1,+ = �.�� �����.����� ������
�����

xζ :� * * * 2
0 1 1 2 1x xβ + β + β "(	A)

.����� * * * *
0 1 2� � � � � �= β β β ′ ���
� 11 22 12� � � � � �= β β β ′ ���

������
���

* :� P "(	%)
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−⎝ ⎠

2��� � *ˆD( � :� ˆPD( B�′ "(	')

+��������� ������������������ �� ����
������������

�����	�,�������� ������ ��� �� ���7��7����  ��������
�� �
���.������� ��
��	

?��� ���� 
���������� .��  ���.����� ����������

����������
" 1ξ ��β∗)��������"(	%)	

��.�����������.��"3�
��+����������	�"5665))���������
���� ���������� 1ξ ∈� ��� .���� ������������ ������

*
1 M( , �ξ �� .��  ��� ���
� �� �����7������ 
�����

η�∈���
�
�.������������6��#���
���∈�"6��#)��� ������

*
1M( , �η �≥ *

1 M( , �ξ

�������+��.����-�
���������� ���������.������L����
���� �����������������7������
������	

*�� ��������"(	%)���
�"(	')��.����3��������������

�����������.�� ���������
������ ξ ∈������������������

�����7������
������ η ∈�L��� ������M( , Bη �≥ M( , �ξ 	

2���������������������������	

?���������������������� ����������������
���������

���� �������� 
������ ��� ���� �.�� �� ����  �����.�����
������ ��������3���������� ������L	

+���η�
�������������7������
������.�����������α��
α�����
�#�E�α��E�α�������� ��3��������������������������
"#��6)��"6��#)���
�"���#�E��)	�2�������������������������
����
����������������3�����


"η)�:�

1 1

2 2

a b c

a c

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"(	/)

.����

�� :�α��M��
�"#�E�α�� E�α�)

�� :�α��M� "#�E��)
�"#�E�α�� E�α�)

 � :� "#�E�α�� E�α�)� �
�"#�E� �)

 � :� "#�E�α�� E�α�)�� "#�E� �)
�

� :� "#�E�α�� E�α�)�
�� "#�E� �)� "(	&)

?����.�7�� ���������������������"(	#)

J"8′(γ) Α(γ))

:�
1 12 12 1

2
2 12 2

1 2 12

8v 8w 4(w v )

d 8v 4(w v )

2(v v 2w )

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

"(	$)

?���  ��3����� ���.�� ���
� ���� ����������� ��� ���
��� �� ���������������������������3�����������������������
������������ ����������.����������
�
��
���"566/)K

xς �:� 11 1 1 22 2 2 12 1 2x (x a) x (x (1 a)) x xθ − + θ − − + θ

"(	#6)

.����� 11 22 12� � � � � �= θ θ θ ��
� 11 22 12� � � � � �= β β β ����
������
���

β :�+θ

.���

+ :�
1 a 0 0

0 a 0

a (1 a) 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

2���

M( , )ξ θ �:�
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