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d1 dv d d1 dvdiag(r ,..., r ),R diag(r ,..., r )=

,��5� d1 db d d1 dvdiag(k ,...,k ), r (r ,..., r )= ′
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d1 db d d1 dv(k ,...,k ) , (r ,..., r )ρ =′ ′ ���
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1
d d d d dC R N K N ,− ′= − �-�
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1/ 2 1/ 2
d d d dA R C R− −= �;�


���� 1/ 2
dR− ����������#�����	� 1/ 2

dR !�����������#�����
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1

d dR C− ������������!

�����������������������������#���������!�=���$������#�3��

���%����� #����� ���� ��	���� 1/ 2
dq R x−= !� =��

>�5� 1
d dT N K B−− ���� ����#������	���2������ ��������

��������
����������?��������#���������������#������	
�������������������������!�/	� σ��@�.��������#��������	
�������#�����������

2 1/ 2 1/ 2
d d d d0 Var(q Q) x R C R x x A x− − −≤ σ = =′ ′ ′

�������#�������!�:������������#�������	����������µ�

1/ 2 1 1/ 2
d v d d d v dA I R (R C I )R− −− µ = − µ '� 
����� ��#��

�����!

=��

v 1

d di di di
i 0

A
−

=

′= λ ξ ξ∑ �A�

��� �� �������� �������������� �	� 1
�
�� 
���

d0 d1 d2 d,v 10 ... −= λ < λ ≤ λ ≤ ≤ λ �������������#�������	

1�� ���� 1/ 2
d0 d d1 d,v 1n , ,...,−

−ξ = ρ ξ ξ ��� ���

���������������������������#�����!�"�����������

v 1 v 1

di di v di di v d d
i 0 i 1

I I / n
− −

= =

′ ′ ′ξ ξ = ⇒ ξ ξ = − ρ ρ∑ ∑ � �

����������#�������#�������	���������$�1���������
λ������≤���≤�#�8���������
��������������������		������

	�������	��!�?������ ������ �	�=�������� ���� ���������
�		��������	������������������������#�������#�������	

��������$� 1
d dR C− !�/������������	���&������������������

��!�!��
�������5���������	�������'��≤���≤�#����������������
�		�������� 	������ ��� ������� �B� ������ ���� ������#�
�����#�������	�"�������"%����$��	��!
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v 1
1/ 2 1/ 2

d d di di di d
i 1

C R R
−

−

=

⎛ ⎞
= λ ξ ξ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ �+�

����	����
�������������������#��������#���������
��	���������	����������0�����#���!

���������1��������0�����#�����	�"�������#�����

v 1
1/ 2 1 1/ 2

d d di di di d
i 1

C R R
−

− − − −

=

⎛ ⎞
= λ ξ ξ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ���

:����≤ ��≤�#�8�������

�� 5�
1/ 2
d diR ξ �C�

/	�τ�5��τ
�
��!!!�τ

	
�′��������#������	�����������		�����

�����	������������≤���≤�#�8���� ip τ′ ��������������������

������������ 1/ 2
i v di d v di dp 1 R 1 0= ξ = ξ ρ =′ ′ ′ ����#������	
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��≤���≤�#�8����������������������������������������������
��������� �������� �′τ� ���� ��� �$������� ��� �� �����
�������������	�������������� i{p },1 i v 1.τ ≤ ≤ −′

"���������������������������� i{p ,1 i v 1}′τ ≤ ≤ −
���� ���� ��������� ������������������������ �?=7F���	

ip τ′ ���� i ˆp τ′ !�����#��������	� i ˆp τ′ �������������������
��������������������#�����

2 2 1
i d i d i diˆVar(p ) p C p− −τ = σ = σ λ′ ′ ���


����σ����������������#������#������!
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?=7F��	� ���� ��������� �������� ��� �����������
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����?=7F��	������������������!�7�����
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������#������

�	�����?=7F��	� ip τ′ ������#�����

1

2 1 2
i d i d iˆVar(p ) p R p−τ = σ = σ′ ′ ��.�
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	������	������������� ip τ′ ��������������	�����#��������	

����?=7F��	� ip τ′ �������
�
�����������������������������

F		��������	����� i di(p )τ = λ′ ����

���������������������		��������	������������������

�		�������� 	������ �	� ���� ��������� ip τ′ �����#�� ��� ��

�����������������
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1�����������(������"����′��������G�����������A����
�������� �	� ��������� �		����� �′τ� ��� ��������������� �	

����������	� 1
d dC R s s− = ∈ �	�������������#��������∈!�/����



)
"�"�)
#�'$$�)�'")*�$
)%�!��
"(�!'#
%'(���� '��!',���%'( ���

��������������������������������� ip ,1 i v 1τ ≤ ≤ −′ �����

	���� �� ���� �	� ������ ���������� ���� ����� ���� ���������
�		�������� 	������ ��� ���� �		�������� 	������ �	� �����
��������� �����#�� ��� ��� ���������� ������!� *��� ����
"����������G�20�������������������������������� �
��!�;C%;�������"����′��������,���������-...���!�CA����
����������$�!�����	����
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������������
���%���
�
������������$���	��&������������������'�����#���������#��
���=������A����� ����	������������������������!
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�����������		��������	��������������������#����.���H!

�������?����	���������λ
��
�@�.�	������������≤���≤�#�8��!

1�����	������%������ 1 –
di i d i i d ip R p / p C p−λ = ′ ′ ��������

1
i d d i

di
i d i

p (C R )p
1

p C p

− −

−
−′

− λ =
′ ��-�

/������������
������λ
��


≤���������		�����������
�����
�������������	� ��-�� ������������#�!�)�
�������� ���
��������������������������G�"����
����G�⋅����������
�����������������	�������$!�������������������������
������$�������#�����λ��������������5�"�λ!�����	��

1 1
i d d i d d d d d dp (C R )p (C C C C R C )− − − −− = λ − λ′ ′

������5� 1
d d d d(C – C R C )−λ λ′

?��
1 1 1

d d d d d d d d d d d d

1
d d d d 

C C R C R N K N (R N K N )

                            (R  – N K N )

− − −

−

− = − − −′ ′

× ′

5 1 1 1
d d d d d d d dN K (K N R N )K N− − −− ′ ′ ��;�

��������$� ��� ���� ����� ����� ����� �	� ��;�� ��

���������#����	���������������������$� 1
d d d dK N R N−− ′

��������������������		�����������$��	�����������������
�&��������	���������		����!�/��	����
����
������	������

�
�
∈G�"

�
��� 1

i d d ip (C R )p 0− −− ≥′ !� ����� ���������� ���

���	!
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������������	������������������������		�������
	������ ��� ����� �&���� ��������I����� 	����
���� �����
��������0���������������!
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�������������������		��������	������&������������	����
������	�������������������������!

�����������J/	K����<�4����������������������������������

���������� �	� ���� ����� �	� d d dN r k / n= ′ � 
���
v b

di dji 1 j 1
n r k

= =
= =∑ ∑ ��� ���� ������ ������ �	

�$���������� ������ ��� �!� :�� ��� ���������� ������� ��

d d d d d v d dC R r r / n A I / n= − ⇒ = − ρ ρ′ ′ �� 
����� ��� �

�������������������������$��	�����#�8��!�/��	����
�
��������������������#�������#�������	�1�����������&���
��������!

�����JL�����	K����<�*���������
����������������������������
�����������		��������	����������&���������������!�!��	�
��≤���≤�#�8����λ���5��!�������	����+�

"� 5�
v 1

1/ 2 1/ 2
d di di d

i 1

R R
−

=

⎛ ⎞
ξ ξ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑

5� 1/ 2 1/ 2
d v d d dR (I / n)R ,− ρ ρ′ ����� �

5� d d dR r r / n− ′ ��A�

1�����	����������������������"�������#�������-�!
F&��������-��������A���
����#�

1
d d dN K N− ′ 5� d dr r / n′

⇒ 1
d d dRank(N K N )− ′ 5� dRank(N ) 1= �� �

������������������)��5���′�	����������%�����#�����
��� �� 
���� �� ��� #� 3� �� ���� �� ��� �� 3� �!� )�
�

d v d vk 1 N 1 ab b= = = α′ ′ ′ ′ ′ 
���� v1 aα = ′ !�����	���

1
db k−= α′ ′ !� 1����� d d b br N 1 ab 1 a= = = β′ �� 
���

bb 1β = ′ !�)��������������α�����β�������0���������!

9������ 1
da r−= β !� ����� ���
�� ����� 1

d d dN ( ) r k−= αβ ′ !

�������	������������������������������� v d b1 N 1 n.=′

/	�	���������������������������������		��������	�����
����&��������������������������		�������%���������������!
1���������0�������	��		�������%�����������������
��
��#��������������������� �!�1�������������	���������
������� "%�������� �*���� ���+�� ��� ������� ��������
�		�������%������������������(�������)��������������



��� �� !"
#��$�%&'��"(�
"���)�'%*��$�
+!�) #% !
#��%
%��%�)�

���������������������������������!��������������#�����
	�������������������������������������������������������
���� ��������� ���� 	�� ����� ��������� ������������ �	� �
�������0��� ��#���� �	� ����"%����$� ��� #��� ������!
:����
����"����′������������*��������+�������(������
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G���5
1 1

d d d d v dR N K N 1 r / n− − −′ ′ ��+�

1��
����������������������"%�����������������	��������
�����������������	����������������		��������	�����!

"������� �� ���������� ������ ������� �� 
���� #
����������� �� ������� ���� ����� ��������� ��� ��� ���!
*���������������$�1

�
���#�������;������������
����������

������#�������#�������λ�∈��.��������������������������
���� ������������� �	� ���� �����#����� λ� ��� �� 
���
0�≤��� ≤�#�8��!�������	������������������������������
����������
����������������������		��������	�������#�0!��λ
���������!��������� ������	� ����������� ���� ����������#�
�����#�������	�1

�
����λ

��
�5�λ

��

!!!!5�λ

��
�5�λ�����	�����M

��≤ ��≤�#�8����λ
��
�5��!�1����������	����	����≤���≤�#�8�������

�������������������#�������������������� diλ ���

diξ !��������������������������������������"%����$��	�����
��#�����

"� 5�
m v 1

1/ 2 1/ 2
d di di di di d

i 1 i m 1

R R
−

= = +

⎛ ⎞
λ ξ ξ + ξ ξ′ ′⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ ∑

5�
v 1 v 1

1/ 2 1/ 2
d di di di di d

i 1 i m 1

R (1 ) R
− −

= = +

⎛ ⎞
λ ξ ξ + − λ ξ ξ′ ′⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ ∑ ����

7�������+������������
����#�

G
��

5� 1 1
d d d d dR N K N 1r / n− − −′ ′

5� 1
d d d dR (R C ) 1r / n− − − ′

5�
v 1

1/ 2 1/ 2
v d d di di d

i m 1

(1 ) I 1r / n R R
−

−

= +

⎛ ⎞
− λ − − ξ ξ′ ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑

5�
v 1

1/ 2 1/ 2
d v d d di di d

i m 1

(1 )R I / n R
−

−

= +

⎛ ⎞
− λ − ρ ρ − ξ ξ′ ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑

5�
m

1/ 2 1/ 2
d di di d

i 1

(1 )R R−

=

⎛ ⎞
− λ ξ ξ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ��C�

5����8�λ��= ����


���

= 5�
m

1/ 2 1/ 2
d di di d

i 1

R R−

=

⎛ ⎞
ξ ξ′⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ �-.�

�����������������������������$��	������!�"��������
���������������8�λ�����������&������0��������#������	
G
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�
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�����������$�G
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������#��������C�!�1����	�����+���	�

�������������������

G
��
5� 1 1

d d d d v dR N K N 1 r / n− − −′ ′

5�
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

d v d d d d d dR (I R C R / n)R− − −− − ρ ρ′

5� 1/ 2 1/ 2
d v d d d dR (I A / n)R− − − ρ ρ′ �-��

F&���������C������-����
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