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× ∑
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i
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p
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∑

1 2 m(   ... )ε = ε ε ε′ ′ ′ ′ 	��	�	������	!����	��	���������	�%�
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... ... ... ...

...

Ω Ω Ω⎡ ⎤
⎢ ⎥Ω Ω Ω⎢ ⎥
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ij     for t = s; i, j = 1, ..., m

0       for t s; i, j = 1, ..., m

σ⎧⎪
⎨

≠⎪⎩
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i jE( )ε ε′ 3	

T 1
j j

T 1i* j
ij ij

T 1 T 2
i i

1 ...

1 ...

... ... ... ...

... 1

−

−

− −

ρ⎡ ⎤ρ
⎢ ⎥

ρ⎢ ⎥ρΩ = σ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
ρ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦
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Cov( ,  ) ,  say; i, j = 1, ..., m
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−

⎡ ⎤ρ
⎢ ⎥
⎢ ⎥σ ρε ε = = ω⎢ ⎥

− ρ ρ ⎢ ⎥
⎢ ⎥

ρ⎢ ⎥⎣ ⎦
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×

⎡ ⎤σ σ σ
⎢ ⎥
⎢ ⎥σ σ σ = Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦
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1

2 * * *
1 2 m

m

E ( ... )

⎡ ⎤ε⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ε⎢ ⎥⎜ ⎟ ε ε ε⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟ε⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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⎡ ⎤ω ω ω
⎢ ⎥
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m m

ij j j ij j
j 1 j 1

c X c
= =

β + ε′ ′∑ ∑ ��$A�

% ��	��!��

������ 3		
m

ij j j
j 1

c X
=

β′∑

3	
m

ii i i ij j j
j( i) 1

c X c X
≠ =

β + β′ ′∑ ��$���

3	
* *
i i i ii i ix ,  iff c X x′β ∀β =

���	 ij jc X 0 j( i) 1,...,  m= ∀ ≠ =′ ��$���
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*
pi iy y− 3	

m
*

ij j i
j 1

c ,   i =1,...,m
=

ε − ε′∑ ��$)�
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��	K	�
	3	

*
1 111 12 1m

*
21 22 2m 2 2

*m1 m2 mm m m

c c ... c

c c ... c
   

c c ... c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε ε′ ′ ′⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′ ′ ε ε⎢ ⎥ ⎢ ⎥ − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦ ε ε⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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3	@ε	K	εH ��$(�
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��� �H 3	
* * *
1 2 m(y   y    ...   y )′
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3	��@ε	K	εH��@ε	K	εH�′

3	@Ω@′	K	@B	K	B′@′	8	ΩH ��$��
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��Ω�� 3 ��@Ω@′�	K	���@B�	K��Ω∗�
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m m m

ik kj ij
i 1 j 1 k 1

c c
= = =

Ω′∑∑∑

m m m
*

ij ij ii
i 1 j 1 i 1

 2 c
= = =

− ω + σ′∑ ∑ ∑ ��$�6�

J�"	 �	�����	  �	���	#�������	 ��	  �	 �����	��
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���������	 ��$���$	% �	 ���	 ���	 ���	 ������	 ��������
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Φ 3	
m m m m m

ik kj ij ij ij
i 1 j 1k 1 i 1 j 1

c c  2 c
= = = = =

Ω − ω′ ′∑∑∑ ∑ ∑
m m m m

* *
ii ii i ii i ij j ij

i 1 i 1 i 1 j( i) 1

2 (X c x ) 2 X c
= = = ≠ =

′ ′+ σ − λ − − λ′ ′∑ ∑ ∑ ∑

" ���	λ��2�	 ���	 *	 3	 ��	 $$$�	 ��	 ���	 #�	 5	 �	 !�����	 ��
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d d
*

d

ˆX

ˆX 0 x

⎡ ⎤ ω⎡ ⎤θΩ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥−λ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
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d mI ,Ω = ⊗ Ω �1�	�����	��	�������	����,	��	�����	��

4�	3	 mI X⊗

1 2 m(  ... )′ω = ω ω ω′ ′ ′ �	ω�	�����	 �	�
��	������	��	B

x * 	3	 ( )* * *
(1) (2) (m)x  x  ... x′ ′ ′ ′

�" ���	,H���	��	 �	�
��	������	��

4H	3	 ( )* * *
1 2 mdiag x  x  ... x′ ′ ′

11 1m 21 2m m1 mm
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(c  ... c  c  ... c  ... c  ... c )θ = ′ ′ ′ ′ ′ ′ 	 ��	 ��%5�

!�����	���

λ̂ 	 3	 ( )11 1m 21 2m m mm1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ...   ...  ...  ... λ λ λ λ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ 	 ��

m

i
i 1

m p 1
=

⎛ ⎞
×⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 	!����$
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*1 1 1
d d d d d

ˆ   X (X X ) x− − −′θ = Ω Ω

( ) 1
1 1 1

d d d d d d d1 X X X X
−− − −⎡ ⎤′ ′+Ω − Ω Ω ω⎢ ⎥

⎣ ⎦

3	

1 1 1 * 1 1 1
(1) 1

1 1 1 * 1 1 1 1
(2) 2

1 1 1 * 1 1 1 1
(m) m

X(X X) x 1 X(X X)

X(X X) x I X(X X) X

X(X X) x I X(X X) X

− − − − − −

− − − − − − −

− − − − − − −

⎡ ⎤⎡ ⎤′Ω Ω + Ω − Ω ω′ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥

⎡ ⎤Ω Ω + Ω − Ω Ω ω′ ′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤Ω Ω + Ω − Ω Ω ω′ ′ ′⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
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���	3	 ( ) 1* 1 1 1
(i) ix X X X y y

−− − −′Ω Ω + ω Ω′ ′

1 1 1 1
i X(X X) X Y− − − −′− ω Ω Ω Ω′ ′

3	 * 1
(i) G i G

ˆ ˆx e−′β + ω Ω′ ��$�F�

" ���	 Gβ̂ = 1 1(X X)X y− −Ω Ω′ ′ 	��	 �	��������-��	����+

�������	�'I��	�������	���	 Gê 	��	 �	�%	5	�	!����
��	���#��	���������	����	 �	'I�	����������$
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(��"+)#+�
)��#
#��#�"�

���������	  �	 !�����	 ��	 iĉ ��	 3	 ��	 $$$�	��	 ��$��

������	 �	�����	!�������	���	�	���	��

2
piσ 	3	 *

i i ii i iˆ ˆ ˆc c 2cΩ + σ − ω′

( ) 1* 1 * *
(i) (i) iix X X x

−−= Ω + σ′ ′

� * 1 1 1
(i) i2x (X X) X− − −− Ω Ω ω′ ′

� 1 1 1 1 1
i iX(X X) X− − − − −⎡ ⎤−ω Ω − Ω Ω Ω ω′ ′ ′⎣ ⎦

��$�A�

���������������������

% �	 ���!�������	 ������	 ��������	 #�������
��������	  �	 ����������	 ��"���	 ���#���	 ���	 #��+
���#��	�������!��	�����	��

piy� 3	 *
(i) G

ˆx ′β 					�	3	�	�$$$�	� �?$��

J�"�	"�	"��&	��	  �	 ����	 ��	 ����������	��	  �

#��#����	 #��������	 ����	 �!��	  �	 #�������	 piy� $

@�����������	 piy� 	3	 ic y′� 	�?$��	������	�	� ������	 ic� ��

1 1 1 *
i (i)c X(X X) x− − −= Ω Ω′� �?$��

���	  �	 �����	 !�������	 ���	 �	  �	 #�������

piy (i 1,...,m)=� 	��	����	�	��

2
ypi

σ
� 3	

*
i i i i iic c 2cΩ − ω + σ′ ′� � �

3 ( ) ( )1 1* 1 * * * 1 1
(i) (i) ii (i) ix X X x 2x X X X

− −− − −′ ′Ω + σ − Ω Ω ω′ ′ ′

3	 2 * 1 1 1 1 1
pi i iw X(X X) X )− − − − −⎡ ⎤σ + Ω − Ω Ω Ω ω′ ′⎣ ⎦

3	 2 1
pi i

−σ + ζΩ ζ �?$?�

" ���	 1 1 1
i iI X(X X) X− − −⎡ ⎤ζ = − Ω Ω ω′ ′⎣ ⎦ 	��	 �	������

!����	"� 	�%	 �������$	% �	 ������	 ���	 ��	 �?$?�

��������	 �	����	��	����������	�!��	 piy� 	��	3	��	$$$�	��

��	 ��	���	��	����	�	��	���+�����!�$

B ��	σ��2�	���	ρ�2�	���	&��"��	"�	�����	 �	���
������	��������	#���������	�����	"� 	 ���	!��������$
% �	#��������	σ��2�	���	ρ�2�	" ��	��&��"��	���	��
��#�����	 ��	  ���	 ��������	 �������	 ��	 ��$�F�	 ���
��$�A�	 �	 �����	 #���������	  �	 ���	 ����#�������
��������$

=����	 ���	'�����	 ���)6�	 �,������	  �	 �����+
���#��	 ����������	 ��	 ����	 ��������	 �� ���	 ��
��������	��	����������	���	�������������	�����������
��	���������	�	G���	@����	�,#������	���	�����	 �
 �	E���	J��������	��������	�� ��	#�������	����
���	�����	���#���	��	 ���	���#$

1�	 �	�����"���	�������	��	�,#������	 ��	����
�������	��	�����	�	"�+�������	�����	��!��	��	=����
���	 '�����	 ����(�	 �����#������	 ����+�����
�����������!�	�������	��	�������	�	�����!�	 �	�����
��	��������	 ��	 ����������	 ��"���	 �,#�������
!��������	 ������	  �	 ��������	 ��	  �	 #��������
����������$	�������	��	σ

��
2�	 ���	ρ

�
2�	�������	��	  �

E���	J��������	��������	�� ��	 �!�	����	����	��
��$�F�	���	��$�A�	���	��������	 �	#���������	���	 ���
�������	!��������$	% ���	 �	#�����	#�#��	�,����	 �
���#�	��	=����	 ���	'�����	"��&	 ��	  �	 ����,	 ��
*���	#���������$

������
��������

B�	�����	#���������	����	�	"�+�������	�������
���#����	�����	 ���	 "�	���#����	"����	 ���#�	!�-$�
��#�����	���	" ��	����	��!��	��	9##����,�	�����	 �
������	 ��	 ������	 �	 ���	;������	���	 ��	 1����$	% �
������	��������	�����	��#�����	�9���	���	" ��	�9B��
 �!�	����	����������	��	  �	��#�����	!��������	 ���
���	������	���	 �!�	����	�&��	����	��(?+(F	�	���(+
��	����	!������	#����� ��	�������$	L��	��#�����	���#
�,#�������	 !��������	"���>	 ���	 ����	 ������	 �����
�M�����	 	 ���	 ���	 ����	 ������	 #����	 �C�����$	 % �
�,#�������	!��������	���	 �	" ��	���#	"���	����	�&��
��	���	����	������	�����	�MB�	�	��	���	���	����	������
#����	 �CB����$	% �	 #��#����	 "�+�������	 �������
���#����	�
��	�����	���	��#�����	���	" ��	��

9��	3	α�	8	α�	M��	�	�	8	α�	C��	�	�	8	ε��

9B�	3		β�	8 β�	MB�	�	�	8 β�	CB�	�	�	8	ε�� �F$��

" ���	�����,		������	 �	!����	��	 �	!�������	��	����
�	���	ε��	��	3��	��	���	 �	��� ����	�����	����	��	 �



�� !�"#�$%�&$���  '�%()*�+%� )
# !�� (� ���$%� ��

"�	��������	" �� 	�����"	����	�����	�����������!�
#������	��!��	��	��$?�$

9�	 �	����	��#�	��������	����	�������	�� ��	"��
�##����	�	��� 	��	 �	��������	��	�F$��	�	�����	 �
������	�������	��		ρ��	ρ��	σ���	σ��	���	σ��	�3	σ���$% ���
E���	 J��������	 ��������	�� ��	 �=����	 ���
'������	��)6�	"��	����	�	������	 �	#��������	��
 �	�����	�F$��	��	��#������	 �	��������	��	"� 	 ���
���#���!�	������	�������$	% �	�����	�������	�������
"���

1 2ˆ ˆ0.612,  0.082,ρ = ρ = − 0 1 2 0 1 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ,  ,  ,  ,  ,  )α α α β β β ′ 	3

���$A�)�	 �$��6�	 6$6���	 �F�$A���	 6$�6��	 6$6���

11 22ˆ ˆ36.657,  22.954σ = σ = 	 ���	 12 21ˆ ˆ 15.760.σ = σ =

% �	 �������	 !�����	 ��	 * * * *
ij 11 22 12ˆ ˆ ˆ,  viz. ,  ,σ σ σ σ 	"���

���#���	��	 ��#������	  �	#��������	!�����	 ��	 ��$��
"� 	  ���	 �������	 " �� 	 "���	 �����	 �	 ��

* * *
11 22 12ˆ ˆ ˆ58.608,   = 23.109,  = 15.006.σ = σ σ

L��	��!��	 *
1x 	3	���	��$A�	��66�	���	 *

2x 	3	���	F��

A�6�	 !�����	 ���	  �	 ����	 ����+�666�	  �	 #�������

!�����	 ����	 ��$�F�	 ���	 ����	 �	 ��	 p1y 	 3	 �66$F6

 ������	 ������	���	 p2y 	3	��6?$A6	 ������	 ������

"� 	�������	�����	!��������	����	��$�A�	���	?�)F$�6
���	?6)6$�A	 ������	  ������	 �����	 ���#���!���$	 1�
!��"	��	 �	�!�������	����	 �	#�������	!�����	�����
��	 �	#��#����	#��������	����	�	��	����	����������
���	���	#�������	#��#����$

�����������������������������
���	�������

B�	����������	 �	�����"���	"�+�������	�����
�=����	���	'������	���(�

��� 3	�6	8	�,���	8	A,���	8	ε��

��� 3	K	�6	8	�,���	K	?,���	8	ε�� �A$��

"� ε��	3	6$Aε���	�	��	8	���	���	ε��	3	K6$A	ε���	�	��	8	���

%"�	��������	���	��	42�	"���	����$	% �	����	 ��
 �	��	��!��	��	=����	���	'�����	����(�	#$��(��	���

 ���	 �,#������	 ��	 ���	  �	 ������	 ��	 ��	 ��!��	 ��
=����	���	'�����	����(�	#$��()�	���	 ���	�,#������
�$	%��	�����!�����	���	�����	��	��� 	����	���	,���	,���
,��	 ���	,��7	 ���	  ���	���	 ��#����	��	����	 ����	��
���������	 �	 �������	  �	 ��������	 ������	 ��
�����!�����$	% �	����������	��"���	 �	"�	���	��	42�
��	 ��	 �	����������	��"���	,��	���	,���	���	,��	���
,��$	% ���	�����������	���	��"	���	 �	����	��	��	42�
���	 �� 	���	 �	������	��	��	42�$	�������	���	;����
������	 �!�	� �"�	 �	 �	����#���	!�������	��	 �
���������	
�������	����������	�������	��	��"	" ��
 ��	����������	��	��"$	9�	�	�����	�	���	��	"�� " ���
�	���	 ���	"�	��������	���	��	42�	�	���	��	�	��&��
�	����������	��	 �	#�����	����,$	1�	���	 �	�����	 �
!��������	��	��	���	��	���	�&��	��	����	���	 ���	!�����
��	 �	����������	��"���	��	���	��	"���	�����	�������
6$?�	6$A	���	6$�$	L���	���#��	��-��	"���	����������

%	3	�A�	�6�	?6	���	A6	���	,H	"��	�&��	��

*
1x (1 4  1)= �	���	 *

2x  (1  5  1)=

L��	 ��� 	 ��!��	�����	 �#����������	 �4	����,�
!����	��	σ��	���	!����	��	%�	�	���#��	����	��+!�����
������	����������	"��	��������	�����	1GI	��	�9�
���"���$	
����	 �	�����������!�	�� ���	��	������
��	"�	��������	 �	������	��	�	ε���	�	3	��	�7		3	��	$$$�	%$

L���	 ��� 	 ���#���	 �������������	 �����������
"���	 ����	 ���������	 �����	  �	 E���	 J��������
��������	�E01J%��%�	�� ��	�=����	���	'������
��)6�	���	 �	�������	!�����	��	ρ��	�	3	��	�7	"���	����
�	�������	 �	������	�����	 �	�����������!�	�� ���
��	 �A$��$	 % �	 �������	 ��	σ���	σ��	 	 ���	σ��	 "���
���������	 ��	 �����	  �	 ���#��	 !�������+��!�������
����,	 ��	 ��	 ���	 ��	 $	% �	 #��������	 ���	 #��������
!�������	"���	���������	��	���������	��	������	�$

%����	�	��!��	 �	�������	!��������	��	DI
C	���
'I�	 #�������$	 �������	 ������	 � �"��	  �	  �
����#���	!�������	��	 �	�
��	�������	"��	�������
" ��	 �	����������	��"���	 �	" ��	�����	�	���2�	��
 �	"�	��������	"��	������$	9	������	�	%����	�	��!����
 �	 ��	��	����	���	���	DI
C�	��	#��#����	��	 ��	#�#��$
1	  ��	 ����	 ����	 �����	  �	  �	 DI
C	 ��	 ���	����
��#�����	 �	'I�	#��������	 �������	" ��	 ������	 ��
��� 	 �������	 �����"	9����	 "� 	 !����	 ��	 ���+
����������	 6$A	 ���	 K6$A	 ���	 �
�	 ���	 ���	 �������



�� �$+�%
)�$&�#, ��%!�
%��$"� #*�$&�
(��"+)#+�
)��#
#��#�"�

���#���!����	��	�A$��$	% �	�����	��	����	�������	�	 �
��#����	 ��	 �������	 ���	;����	 ������	 ��	 ����	 ��
��������	��	�	�
��	�����	 �	"� 	��"	����������
��"���	42�	������	���������	 �	�������	!��������
��	DI
C	��	�������$

������	
��
#������������&���������� ��)*++,-��.���������������������	�

��� �
	����������$�����	����	��	�������������������	��
���� ��
���������� ����
����� 
	������ ��� ����� ���
//+��/01�

2�	� ����&�� �����	���� %�.�� )3111-�� �	
�� ������� ��
���
��	�������� 	�� 4������� ����
��	�� ��� ���� �	���$�� 	��

���
������ ���������� ��������	�� ������	���� ��� �����	��
�����������������305�36/�

7
������8������&����������9��)*+06-���
������
������	�������
	�� ������������ ����
��	��� 	�� ���
������ ���������
��������	�����������������	����		��������**61�*311�

7
������8������&����������9��)*+51-�� ���
���	��	�����
�����
���������� ��������	������ ���	����������� ������������
��������������	����		���������*60�*+0�

:������ 2�9�� )*++3-�� :�������	�� �	�� ���
������ ���������
��������	�����������������	��������������3;/�3,3�

���������8�9�������������"�8�9��)*+66-��%�����������������	�
�����
� 	�� ��� � ������ �� ���������� �$������� �������
�	�<���������	����������������������5�/5�

����
���=�7�� )*++/-��  ���
���	�� 	�� ���
������ ���������
��������	��� ���� �������� ��
����� 	�� 	��������	���
��������������*/,�*/6�

������������=�7� ���� &������ 2� �(�� )*+65-�� ���������
���������������		���� !������"����	#	������������
�����������"������2�>>����?��@	�>�

������������=�7������A�
��(���7�� )3113-�����������������
�����
�
���	���	�����������������
���	��������
�����
���������� ��������	��
	������$����� �����	��#� %�����
"�����	�����3115�31++�

���������=���������	��%'�:��&'����������	���������	�	������������	��
	
������
� ���
� �
��
� ��������
�����������������
������� �
��������  !�������
�� �"#���
� �"#���
� $"%��
� $"%��
�
&'� !������ ()* �����+� ,����+� �����+� ,����+�

�+-���
��

(σ
��
*

2
p1

( )σ 2
p2

( )σ 2
yp1

( )σ
�

2
yp2

( )σ
�

I�" 6$� �A (�$� ))$A �6�$6 �6F$�
�6 (�$� )�$) �6A$( ��$)
?6 (�$A )6$� �6?$( ��$A
A6 (F$? �($( �6�$? ��$�

6$A �A ��$F �6$� ���$6 ��?$A
�6 �F$� )?$� ���$A �6)$�
?6 ��$F )�$� �6($� �6�$A
A6 ()$( ��$F �6A$? �($�

6$? �A �)$� �?$( ��?$F ��F$?
�6 �A$F )?$� ���$F ��6$�
?6 ��$( )�$? ��6$� �6($A
A6 (($� ��$A �6�$6 ��$�

;�� 6$� �A �)$� (�$( ��?$? ��?$�
�6 �)$A (F$) ��?$� ���$)
?6 ��$6 )($) �6($) �6($?
A6 ()$A )?$� �6A$� �6F$�

6$A �A �($A (($( ��F$6 ��A$�
�6 ��$6 (�$� ���$6 ��?$�
?6 �F$� (�$� ��6$A ���$�
A6 (($� )A$� �6�$� �6�$�

6$? �A �($� (($� ��F$6 ��A$?
�6 ��$F (�$A ���$? ��?$?
?6 �F$A (�$� ��6$) ���$F
A6 (�$6 )A$( �6�$F �6�$(
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@�����	����	� ������	 �������	������H	�����	�������	#��	 ������	���	������H	#�����	���#���	#��	�������	��
��#�����	���	" ��	��	;������	���

@�����	���� I�����	����� I�����	#����
M���

��#����� B �� 	��#����� B �� ��#����� B ��

��(?+(F ?6) �)(� ($�� ��$�� ?�($)F �?A$�6

��(F+(A ?�( �)6A �$() �F$(� ?F6$(� �A�$AA

��(A+(� ?FA ���� �6$)� �A$A� ?�($�� �A6$A�

��(�+() ?F� �)(� �$�� ��$F� ?�?$A� ��?$�)

��()+(( �)� �)?� ($F� ?�$�A AF�$�) ��?$��

��((+(� ?�( �(�) ($�( �($�� (6�$�� ��)$F?

��(�+�6 ?(? �(A� �?$?� �($�� A�($�? �(6$F)
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