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��$#������!����������� �!�"������"����!����
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������������!����������
�&'������
��	�������()*����!�������������������&'�����������	���
���()*���� ������������&+,��!�������-���������()����
���!��
� ��#��� ������ � � ���������.������ ����/�����
&�011)� ����������� �#�� ���#��%���� � �!����2��������
�"����!����� ���#� �#���� ���3� ��� �#�� ������� � 
�"����!����� �������!���������!������� �!����2��������
!��������
���	����&�0	�)��"��������#������������������
��� ��!����2��������� �"����!������ �������� -������
&�0	�)���������#����� �#����������  ����������  ���!����2
��������� �"����!����� ���� ��������������� �� ���������
�������#!�  ��� �����������!����2��������� �����"�!���
.2����!������������4#����&�00�)����������#������������
� �.2����!����������� ���!����2���������!�������5#���
����4�������&�001)������������#������� ��#�������3���

!����2����������"����!�������������������6������#�7�
�������#!� &6������#���0(�)�  ��������������.2����!��
���������4#���� &�00	)� ��������� ��� �������#!��#��#
���������� �����
�.2����!��� ��������  ��� ��!�� �������
!����2����������������!�������8�� ���������� ����3�#��
�����������������!���������� ���!����2���������������
!�����*������#����!�����3�����#�������������� �!�"����
�"����!�����#�������������!��#�������%����������������

� 9�� �#��������*��������������  ��!��������  ���.2*
�2�����:2����!����������� ���!����2���������!������ ��
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 �������� 8������� �� �� �����!����2��������� ����!��
��������  ���!����2���������!�"����� �"����!������ 9�
8�������?*�������������#�� ��!��������� �!����2��������
����!������������-����������������*����#��������������
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������������

���!�������!���� �#��� ���� ���������  ��� ���#� � � �#�
�������� ��� � ���8��#��"����!���������3��������!����2
���������!�"������"����!������$#����������������� ���
����������� ���� �#���!�
� ���� ��� ��3��� ����� �������
���������
��9����#��������*��#�������� ��"����!����������
����������� ����� ������ ������� ��������� !�"����
�"����!�����!�3����������������#��������!������!����2
���������!�"������"����!�����

���!����2����������������!����� ���!����2��������
!�"������"����!�������������� �������

��� D�� ( ) ; 1, ... , ;i i i i rε′ + =f x � &�)

�#���� ������ ��� �� ������� ������������� �#��!�����  ��!�
��D�&��*����*���)������������������� ��!��� � �����������������
� ���� ��3���������!������� ���� ��� ��� �� �����!� �����
��������������#��#��
�#�������������������������������#
��������!���#����#�����������!���������!���
������������
���#�,����!���������#����������2�����������!����"�� 
�#�������������������������
���

�9������!����������������!*��#������������������ ���
������� �������������������#����#�� ��������� ���������
� �����!��������!���!�,����-����#����������������������
�����"�!���� ������� &�)� �����2�"���� ������� &��)�� ���
��3����������.�����&�00�)������"������ �#����������
� � ����!����� ��� ��  �������� � � ������� ������� ���� �#�
��������2�����������!����"�� ������!���������6���� ���
�#��!����"�)���� ������#������������������

�)���� D� Diag( ( ), . . ., ( )),′ ′1 1f x f x

��������� �� �� �� �� ����32��������� !����"*� �#���

�� D�
1

r

i
i

p
=
∑ ��$#��*���� ���������� ˆVar( ) � ������ ����

���������������������� ��!��� � ����� ������

� ˆVar( ) D�
1

1

1

( ) ( ) .
n

i

−
−

=

⎡ ⎤
′⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑F �i ix x

6�� ����!�� �#����� ���� ��� ����!����� ������ �
���������������!�������3���#�����������������
�E������
&�01�)

ˆ �D� ˆ( );ijσ

ˆijσ �D�
1 1[ ( ) ][ ( ) ]

;
− −′ ′ ′ ′ ′− −i

n

I X X X X I X X X Xn i i i i n i i i i jy y
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+��� ������ ��#������� ����!�� �#��� �#�� ��������2
�����������!����"�#�����!��3������������������#���

�
1

1

ρ
ρ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

*�C���������*

 ��� �� ���� ���������!����� ���� ��!�����
�  ��� #��#��
��!�������

+� �"��)! �#%'��!��!)��#%��� &��!��&
!����'%�"&��(��

$#��8.B�!�����#����������������!���������������
�������������������������������������*�����������*� ������
���������������!�,������&F�
������G���������#������*
/��!���������)��$#����������� �8.B�!����������������
�������������#���!��������� �#��� �������#� ���  ��!�����
���� ������!����2��������� ����!��� ��������  ���!����2
���������!�"������"����!��������8.B�������!��

��� �2�"���� ����!��� ������� ������!� ������ �#�
���������������� �������8���������!�
������ ����������
����!�,������!�������� ������

�
1

1

1

Minimize ( ) ( )
n

i

−
−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑F �

i
i i

x
x x�

���������� H����������*�
�D��*����*��* &�)

�#������ ��� �� ����� �������  �������� ����� �#�� ������ � 
��������� �� ������!���������'����� �� ���� � ��� ��������
�����������������������
���*����*�������� � �*����������������
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��� �#����� �#�� ������� � � ��!���� � � ������������
&��*����*���)�������!������������#��������������������#��
�#�������������������������!�"�!���
��� ��!������������
I�����I����D����6������������ ��������� ���������!����
&�)���� ������

1
1

1

( ) ( )
n

i

−
−

=

⎡ ⎤
′⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑F Fi ix x� �D�

1

1

1

( ) ( ) .
K

j
j

n

−
−

=

⎡ ⎤
′⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ F Fj j�

�$#��� ���*� ��� �2�"���� ����!��� ������� ���� ��
�� ���������#�� �������������!�,������������!

1

1

1

Minimize ( ) ( )
j

K

j j
n j

−
−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑F ��

�����������H���I�����I����D��*

������*����7��������������� &?)

6��������#���������!����!����2����������������� 
!����2���������!�"������"����!����

�����!�����#�����7�������!���� ������������������ ��
�*�������������"�!������������������!�����
�����"���
�#������������
��������������J������D����������#�� �������
� ��#����������!����� ��������������������!����������
�������������!�
��#����"�������#������!��������������
������!��� ������

� ˆVar ( ) D�

1

1

1

1
( ) ( ) .

K

j
jn

λ
−

−

=

⎡ ⎤
′⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ F �j j

$#�� ������������������� ����� ���������*�����D��*
������ ����������� ������� � � ��������#� �#�� �����������
��,���$#��*��
�����������#����������� ���������*����#���
�#�� ���������!����

1

1

1

Minimize ( ) ( )
j

K

j j j
jλ

ψ λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F �

������������H�����D��*������� &�)

6�� ����� �#��� ������!� �� ����"���!����2��������
�"����!������ ������� � �!�"����� �"����!����� ���� ���
�������������������������"�!�����������

G������� ����2�������  ��������� &�)� #���� ����
���������� ��� ������� ��������� &����  ��� �"�!���
B�3���#��!��00?)��$#������!!���
������������������

&�) .2����!����
H��� ������� ��� .2����!��� � � �#�

�����!������ � �

1

1

1

( ) ( )
K

j j j
j

λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F � � ��

!���!�,���

&�) :2����!����
H�������������:2����!���� ����!���!�,��
�#���������������������� 

1

1

1

( ) ( ) .
K

j j j
j

λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F �

&?) �2����!����
H��������������2����!���� ����!���!�,��

�#��������� �

1

1

1

( ) ( ) .
K

j j j
j

λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F �

6������������ �#�� �#���� ��!!���
� ����� ����!��
������� ������!�� �
� �#������� ���� � � �#�� �����
!��������� ��!��� ������ ������

+�� ��,-���
�.���
�"��.-���,�"
��	�

<����2��������� .2����!��� ������� ������!� ��
������������ � ��� ��� �� ����� ��� ��� �������#!� � � �#�
�����!������ � � �#�� ����!������ ��������2����������
!����"

1

1

1

Minimize logdet ( ) ( )
j

K

j j j
jλ

λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F �

����%���������
*

1

1

Maximize logdet ( ) ( )
j

K

j j j
jλ

λ −

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F �

�����������H���� D��*��	���� &A)

6��#������������� �#��!����2���������.2����!��
��������������#��!�"�!�,������� ��#������������ �������

����� 1

1

Maximize logdet ( ) ( )
j

K

j j j
jλ

λ −

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F � �

+�� ��,-���
�.���
�&��.-���,�"
��	�

9 ��� ��� ��3��������2���!��#����#��!����2��������
:2����!����������!����������������������

1

1

1
2

Minimize ( ) ( )
j

K

j j j
jλ

λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F � �

����������H ��� D��*������� �&1)
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$#��� ����������"�����!�,������������!������� �#�
����������  �������� ��� �� �����"�  �������� � � ��

$#��!����"� ���!�

1

1

1
2

( ) ( )
K

j j j
j

λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F � � ��

�%��������� ��� �#�� �������� ����������� � � �#��!����"*

�����

1

1
max

1

( ) ( ) .
K

j j j
j

µ λ
−

−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ F �� � �6�� 3���� �#��

�����'�� D�
max

1

( )µ −1A
� ���������'���	 ����'��� D� ��

&F�
�� ����G���������#�� ����)��$#��*� ������ �#���
���������� �#��!����2���������:2����!��� ������� ������
�� �����������8.B� ��!���� ������

,
Maximize

j t
t

λ

�����������H� 1

1

( ) ( )
K

j j j
j

λ −

=
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